
内積とドット積の話



内積
・線形空間（集合）に付随する数学の重要概念
・集合内の二つの要素を実数に対応させる演算 　　　　　 であり，
以下の内積の公準を満たすもの．

⇒ 長さ・距離

（シュワルツの不等式）

⇒ 角度 ⇒ 直交

・線形空間に幾何学的構造を与えるモノサシ（Euclid空間, Hilbert空間）

線形性
可換性
正値性

・内積演算の表記の仕方は色々ある・・・

ベクトル 2階テンソル



ドット積
・ベクトル（1階テンソル）の内積において行われる演算操作の名称．
・名前のとおり（・）で表す．
・したがって，ベクトル同士の場合はドット積（操作）は内積と同義．

・2階テンソルによるベクトルの線形変換はドット積の一種．

基底ベクトル同士のドット積（内積）が行われるから・・・

しかし，演算の表記においてドット（・）は書かない！

・高階テンソルによるベクトルの線形変換もドット積という（同じ理由）．



・Two-Point テンソル 

・ヤコビアン 

・Pull Back と Push Forward

変形勾配テンソルの話し



物質座標と空間座標
物質座標：初期配置に設定．物質点に貼り付けた座標（軸）．
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空間座標：空間に固定した座標（軸）．

座標軸は任意に設定．
同じでもよい．
ただし，基底は区別．



変形勾配テンソルの基底付き表現

は    　　　   を基底とする量を  を基底とする量に変換する
は物質座標を参照する量を，空間座標を参照する量に変換する

2つの空間を橋渡しする２階テンソル　→　Two-Point テンソル



ヤコビアン（Jacobian）

ヤコビアンとは関数行列式のこと．定積分の変数変換に出てくる．

積分測度（measure）

積分測度の大きさの調整係数



多変数関数の場合

積分測度の大きさの調整係数
=>  関数行列式・ヤコビアン（Jacobian）

だから，　　　　　をヤコビアンと呼ぶ．



の物質時間微分

（速度勾配テンソル）

よく使う関係式：



の物質時間微分

スカラー三重積を利用

スカラー三重積に
積の微分を適用

スカラー三重積についての公式



の転置テンソルと逆テンソル

：転置テンソルの定義
：テンソルの成分抽出

転置テンソル

逆テンソル



プッシュフォワード(push forward)とプルバック(pull back)

(push forward)

(pull back)



量の客観性の判定の話



客観性のある量ならば・・・

B0

Bt

′Bt

e1
e2

e3

′e1
′e2

′e3

c , Q

x

′x

′a

a

′a

x̂

ˆ ′x

u

′u

剛体運動

客観性がある量は，物体と一緒に
剛体運動する a’ から見て変化しない

変形

a が　　で観測した客観性のある量は

a’ が　   で観測した量に一致．

物体 (変形) に固有の客観性の

変わらないはず．
ある量ならば剛体運動によって
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変形

剛体運動
並進 回転

において a が観測

において a’ が観測

a から見て　　　　　　と見えたら客観性あり



観測者不変量




