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本研究は，繊維コンクリート (FRC)の繊維材の全体形状と位置を最適化する手法を提案するものである．FRC
は，通常の鉄筋コンクリートに比べ板厚を極めて薄くできるという優れた長所があるものの，力学的挙動が複雑

で一旦損傷が起きると急激に耐荷力が低下するという問題がある．そこで，本研究は FRCの損傷後においても
耐荷力を安定的に最大限保持できるような構造に改善することを意図し，繊維材の全体形状と位置を最適化する

手法を提案する．繊維材の幾何学的配置を最適化する従来の手法では有限要素レベルで繊維材の角度を定義す

るため，要素間で繊維が不連続となり，現実的な非線形材料挙動が評価できないのが問題である．本研究では，

要素間で連続となる繊維材の表現方法を提案し，幾つかの数値解析実験により，本手法の妥当性を検証した．
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1. はじめに

本研究は，土木建築分野で注目されている (長)繊維
コンクリート (Textile Fiber Reinforced Concrete: 以
下，FRC)に関する構造最適化問題を取り扱う．FRC
は，ガラス，炭素，アラミド繊維等のフィラメントを

束ね，高強度モルタルの中にそれを平行，もしくはメッ

シュ状に配置したものである．ガラス繊維は，モルタル

(以下では便宜上コンクリートと呼ぶ)内でアルカリ反
応を起こすため，通常，抗アルカリ反応のAR-glass繊
維（Alkali-Resistance glass）が用いられる．また，繊
維束はエポキシ樹脂等で充填接着することで繊維束内

のフィラメントの滑りを極力抑えるように工夫されて

いることが多い．FRCは，繊維材の腐食の心配がない
ため，コンクリートによる厚いかぶりが不要で，結果

的に薄肉軽量の複合構造を可能にする．

一方，コンクリートと繊維材は，ともに脆性的な破壊

挙動を示すため，FRC構造自体も同様の破壊挙動を示
し，損傷後の耐荷力が急激に低下するという問題があ

る．FRCを建設材料の構造主部材として使用するため
には，損傷した後でも耐荷力が急減に低下しない，エネ

ルギー吸収力のある構造に改善することが必要である．

しかし，FRCの破壊メカニズムは，繊維束内のフィ
ラメント間や繊維材–マトリックス間の界面挙動，繊維
材の長さ，太さ，角度，位置，種類，ミクロレベルにお

ける界面の粗さや充填剤の特性等の多くのパラメータ

に強く依存することが報告されており11),12),13)，経験

的手法によってこれらのパラメ―タを変化させ，損傷

後の FRCの構造挙動を制御することは困難である．

この種の問題を解く数理的な方法の 1つとして構造
最適化手法がある．構造最適化手法は，設計における

パワフルなツールとして様々な分野で活用されており，

それを用いることで例えば構造軽量化，剛性最大化，座

屈荷重最大化等，経験的手法では解決できない高度な

問題に対しても妥当な解を得ることが可能となる．し

かしながら，構造最適化は数学的に複雑なプロセスを

要し，また，構造解析に加え最適化の反復計算を実行

するために数値計算量が多くなる．このような背景か

ら，構造最適化に関する研究の多くは線形弾性域で単

一材料からなる単純な構造に限定した問題を対象とし，

本研究のような複合材料及びその材料非線形性の両方

を考慮した最適化の研究は殆ど報告されていない．

著者らは，既往の研究9)で FRCの繊維材の太さ，長
さ及び種類を設計変数とする，一般の有限要素法を用

いた構造最適化手法を提案し，それによって FRCが損
傷した後でも耐荷力を安定的に最大限保持し続けるよ

うな構造へ改善することに成功している．しかし，一

般の固定された有限要素を用いて細長い繊維材を離散

化すると要素メッシュが複雑になることから，繊維材

の配置を直線平行の単純なものに限定し，しかも所与

の位置にしか繊維材を配置できないという制約下で最

適化を行っている．これらの制約は繊維材の最適配置

に大きな制限を課すものであり，繊維材の角度や位置

も要素メッシュに依存せずに変数として扱うことので

きる，設計自由度の高い最適化手法へ拡張することが
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課題であるいえる．本研究は，これを可能にする手法

を提案するものである．

ところで，繊維材の角度を最適化する研究について

はこれまで多く報告されているが，その多くが線形弾

性域において積層繊維強化プラスチックの剛性を最大

化するものである23),24)．しかし，それらは大抵，有限

要素レベルにおける繊維材の角度を設計変数にもつ直

交異方性材料としてモデル化するため，繊維材が要素

間で不連続となり，また，要素内における繊維材の位

置や長さも考慮できないのが問題である．この簡便的

な手法は，繊維複合材料の材料非線形問題等の，より

現実的な力学的挙動の把握が必要となる問題に対して

は十分なものではない．

これらを勘案し，本研究は，FRCが損傷した後でも
安定的に耐荷力を保持し続けるような構造に改善する

ことを意図し，固定された要素メッシュに依存しない，

かつ連続長繊維材の全体形状と位置を最適化する手法

を提案する．具体的には，所与の変位に対して各有限要

素の応力–ひずみ曲線で囲まれる面積を構造全体で積分
したもの，すなわち内力による仕事を最大化するため

の最適化問題を定式化し，いくつかの数値計算例を用

いて本手法の妥当性を検証する．本論文では，既往の

研究9)と同様に，耐荷力を安定的に最大限保持すること

を FRCのエネルギー吸収力最大化と呼ぶことにする．

ここでは，埋込み要素1),2),5),7),8),22)という特殊な要

素を用い，繊維材の幾何学的配置を全体座標系で定義す

る．これにより，固定した要素メッシュに依存しない，

連続な繊維材の幾何学的表現が可能となる．本研究で

は，全体形状が曲線となる繊維材を考慮した 2次元構
造モデルに Balakrishnanと Murray1)の界面モデルを

取り入れた埋め込み要素を用いる．繊維材の全体形状

については，ベジエ曲線を用いて近似する．繊維材と

コンクリートの材料モデルについては，Peerlingsらが
提唱する等方性損傷力学モデル19),20),21)，繊維材－コ

ンクリート間の界面の材料モデルについては，Krüger
らの接合モデル11),12),13)を用いた．但し，繊維束内の

フィラメント間の界面特性については，エポキシ樹脂

が良好に充填されることで大きな滑りは生じず，繊維

束の断面内は均質な材料であると仮定する.

なお，本文中の上添え字 (•)c, (•)f 及び (•)iは，それ
ぞれ ‘コンクリート’，‘繊維材’及び ‘界面’を意味する．
また，式によっては例えば (•)c+f = (•)c +(•)f という
簡潔な表現を用いる．下添え字 (•)L及び (•)Gは (•)内
の値がそれぞれ繊維軸方向を示す局所座標及び全体座

標で定義されたものであることを示す．但し，(•)G は
強調する必要がある場合のみ表示する．

2. 材料モデル

(1) 繊維材とコンクリートの材料モデル

本研究では，繊維材とコンクリートの材料非線形特

性をPeerlingsら19),20),21)が提唱する等方性の損傷力学

モデルを用いた．損傷モデルの構成式は，以下のよう

に記される．

σ = (1 −D) Cel : ε = Ced : ε (1)

ここで σと ε は，それぞれコーシー応力テンソルおよ

び線形のひずみテンソルである．また，Cel，Cedは材

料の線形弾性剛性テンソルおよび損傷を考慮した割線

剛性テンソル，D（0 ≤ D ≤ 1）は損傷変数と呼ばれ，
それが 1に近づくにつれて材料が損傷し，応力を伝達
しなくなることを意味する．

一般に連続体損傷モデルでは，局所等価ひずみのみ

を用いて損傷度合を評価すると，損傷が生じた一部の

有限要素のひずみが過度に増大し，物理的に意味のない

結果が得られることが知られている19)．そのため，本

研究では非局所等価ひずみを考慮することでその問題

を改善している．

まず，コンクリートには次式で示される，de Vree25)

の局所等価ひずみ εcv を用いた．

εcv (I1, J2) =
k − 1

2k(1 − 2ν)
I1

+
1
2k

√
(k − 1)2

(1 − 2ν)2
I2
1 − 12k

(1 + ν)2
J2 (2)

ここで，I1，J2 はひずみテンソルの 1次不変量および
偏差ひずみテンソルの 2次不変量を意味する．νはポア
ソン係数，kは圧縮強度の引張強度に対する比である．

一方，繊維材については 1次元モデルを想定してい
るため，簡易な表現で示される Mazars と Pijaudier-
Cabot14)の定義に従った．

εfv =
√

⟨εfL⟩2 (3)

ここで，εfL は繊維材の軸方向ひずみを示し，⟨•⟩ は
Macauleyブラケット ⟨x⟩= (x+ |x|) /2 である．
次に損傷変数Dは，MazarsとPijaudier-Cabot14)の
関係式，

D (κ) = 1 − κ0

κ

(
1 − α+ αe−β(κ−κ0)

)
if κ ≥ κ0

(4)
に従った．ここで，αは応力の終局状態を決める定数，

β は損傷進展速度を支配する定数，κ0 は損傷が発生す

る境界を示す初期等価ひずみである．κは，材料がこ

れまでに受けた最も大きい損傷変形を示す変数である．

なお，コンクリートと繊維材の両方で共通の式を用い

る場合は，上添え字 c, f を省略する．
一般の簡易な損傷モデルでは，以下の荷重状態関数

Ψ(εv, κ) = εv − κ (5)
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図–1 コンクリートと繊維材束間の界面の不連続結合モデル

を定義し，局所等価ひずみのみで損傷の進展を判定す

る．具体には，κ と εv を関係づけ，その κ を以下の

Kuhn-Tucker条件式に当てはめることで問題を解く．

Ψκ̇ = 0, Ψ ≤ 0, κ̇ ≥ 0 (6)

一方，非局所等価ひずみを用いた損傷モデルの場合，

式 (5)の局所等価ひずみ εv を以下で近似される非局所

等価ひずみ ε̃v で置き換えることで κと関係づける．

ε̃v − c∇2 ε̃v = εv (7)

ここで，∇2はラプラス演算子を示し，cは変形の局所
化を近似するための長さを単位にもつ正の定数である．

当該材料モデルの特徴は，式 (7)で示されるように，非
局所等価ひずみ ε̃v が局所等価ひずみ εv と陰的に関連

づけながら近似されている点にある．

(2) 界面の材料特性

繊維束とコンクリートとの界面における材料特性に

ついては，Krügerらが提唱する接合モデル11)を用いた.
このモデルは，炭素繊維束とAR-glass繊維束を使った
引抜き実験によって得られたもので，繊維材が界面に

おいて長手方向に滑る単純な 1次元モデルである．そ
の応力－すべり関係 (σi

L −ui
L)は次のように記される．

σi
L = ũi ·

{
b+ (1 − b) ·

(
1

1 + ũiR

) 1
R

}
· σ0

for ui
L ≤ ui

1 (8)

ここで，ui
Lは界面の繊維方向における滑り長さ，ũ

i (=
ui

L/u
i
0) は滑り比，u

i
0は初期剛性 k1によって決定され

る滑り長さを示す (図–1 )．k2は，界面の付着応力が最

大付着強度に達するすべり長さ ui
1における接線剛性を

示す. b = k2/k1 と σ0 = k1 · ui
0 は応力を計算するため

のパラメータ，Rsは ui
1における曲率である．u

i
L > ui

1

の領域における応力–すべり関係は，界面における付着
強度 σmと摩擦強度 σf を用いて以下のように記される．

σm = σm, 0 ψ , σf = σf, 0 ψ (9)

ここで，

ψ = 1+tanh

[
αr

σR

0.1fc
− αf ν εs

(
1 − r2s

(rs + h)2

)−1
]

(10)
である．上式の ψ(1 < ψ < 2)は，繊維材の表面粗さ等
を考慮する付加的な係数である．σm, 0と σf, 0は，それ

ぞれ初期付着強度，初期摩擦強度，rsは繊維束の半径,
νは繊維材のポアソン係数，hは繊維材の表面粗さを示

す. また，αrと αf は繊維材の中心半径方向の変形を考

慮する係数である．fc は，コンクリートの一軸圧縮強

度, εs は繊維材の長手方向のひずみ，σR は繊維材軸芯

に垂直に作用する応力を意味する．当該界面モデルの

詳細は，文献11),12),13)を参照されたい．

3. 埋込み要素を用いた連続長繊維材の幾何

学的表現方法

(1) 連続長繊維材の幾何学的表現と設計変数

FRC内の繊維材は，コンクリートの厚いかぶりを必
要とせず，また鉄筋と異なり繊維材両端にフックがな

いため，直線もしくはメッシュ状のシンプルな配置と

なる．また，繊維材はフレキシブルであるため，緩や

かな曲線形状を持たせることもできる．

これを踏まえ，本研究ではベジエ曲線で繊維材の形状

を近似した．図–2 (a)は，例として 2次のベジエ曲線を
記している．r は曲線の位置ベクトル，ϑ (0 ≤ ϑ ≤ 1)
は曲線の局所座標，pj は，j 番目の制御点である.

本手法の概念は，このベジエ曲線で定義された繊維

材を構造の中に埋め込み，その制御点を動かすことで最

適な繊維材のレイアウトを得るものである．まず，図–

2で示されるように構造全体の領域をパラメータ空間 s

(0 ≤ s ≤ 1)で表す．それゆえ，正規化された制御点の
座標は，全体座標系で表した実際の繊維材の幾何を決

定する設計変数として定義できる．これに従い，j番目

の制御点 pj の位置ベクトルは次のように書くことがで

きる．

rj

(
sxj , s

y
j

)
= O (x̂, ŷ) +

(
sxjLx, s

y
jLy

)
(11)

ここで，Oはその構造の基準点を意味し，x̂, ŷはそれに
対応するOの全体座標である．Lは構造の外郭長さ，L
と sの添え字 x, yはそれぞれその方向を意味する．式
(11)をベジエ曲線の一般式に代入すると，設計変数 s

を含む繊維材の幾何に関する式は以下のように書ける．

r (ϑ, sx, sy) =
nb∑
j=0

Φj (ϑ) rj

(
sxj , s

y
j

)
　

with Φj =
nb!

(nb − j)! j!
ϑj (1 − ϑ)nb−j (12)

上式の nb はベジエ曲線の次数，Φはその係数である．
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図–2 (a) 2次のベジエ曲線，(b) 本手法の概念
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図–3 交点の決定手順を示すパッチと Newton-Raphson法によるアルゴリズム

(2) 要素メッシュと繊維材の交点の決定方法

式 (12)で一旦繊維材の形状が決定すれば，繊維材と
有限要素メッシュの交点座標を求めることができる．交

点座標は，後で埋込み要素の剛性マトリックスや内力

ベクトルを計算するのに必要となる．そこで，図–3を

参考にしながら要素メッシュと繊維材との交点座標を

決定する過程を以下に記す．

Step1:

(1.1) 制御点 p0 の位置ベクトル r0(ϑ)を求める．
(1.2) p0 における勾配∇ϑr(ϑ)を計算する．

(1.3) 要素境界線と (1.2)の勾配の交点座標を求める．
Step2: 　

(2.1) 節点 a,b間の要素境界線を変数 ϖ (0 ≤ ϖ ≤ 1)
でパラメータ化する．

(2.2) Newton-Raphson法で全体交点座標 (x, y)pを決
定する (図–3の box)．ここでRは，位置ベクトル

r(ϑ)と r̄(ϖ)の残差である．
Step3:

(3.1) (2.2)で収束した場合，交点 pの座標を (x, y)p =
r(ϑ̂)とおく．
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(3.2) (2.2)で収束しなかった場合，同じ要素の別の要
素境界線に移動し，(2.1)から再スタートする．

Step4:

(4.1) 上記の p0を得られた交点 pで置き換え，新しい
勾配∇ϑr(ϑ̂)で (1.2)から同じ過程を繰り返す．

この作業は，繊維材の端部に到達するまで行われる．な

お，繊維材の局所座標系 ϑとパラメータϖは，交点座

標を求めるために用いられたもでのあり，これ以降は

不要となる．また，ここでは煩雑さを避けるために要素

内の繊維は直線であると仮定し，その結果，繊維の全体

形状は連続多角線となる．最後にこの全体座標 (x, y)p
は自然座標 (ξ, η)p に逆写像変換しておく必要がある．
この作業は，非線形逆写像と言われ，詳細は文献10)を

参考にされたい．

(3) 埋込み要素

本研究では，コンクリートと繊維材の界面における

幾何学上の特性として，BalakrishnanとMurray1)が提

案する相対変位の仮定に従った．この仮定では，ある任

意の点におけるすべりとは，繊維材の軸方向に測った，

コンクリートと繊維材間の相対変位を言い (図–4参照)，
次のように書くことができる．

uf
L = uc

L + ui
L (13)

ここで ui
Lは，相対変位，あるいは滑り長さであり，式

(8)で紹介されたものである. uf
Lと uc

Lは，着目してい

る点で繊維軸方向に測った，繊維材とコンクリートの

変位である．

繊維材の連続性を保持するには，隣接する埋込み要

素間において変形後の滑りも連続でなければならない．

ここでは多角線の繊維材を想定しているため，少なく

とも滑り長さ ui
Lの 1成分，例えば全体座標系の x軸に

投影した d̄

d̄ = cos θ · ui
L → ui

L = t̄d̄ with t̄ = (cos θ)−1

(14)
が隣接要素間で適合するように強制する必要がある．こ

こで θは繊維材軸線と x軸との角度である．

また，式 (13)の関係からひずみについても以下の関
係が得られる．

εfL = εcL︸︷︷︸
T ε

1ε
c
G

+ εiL (15)

ここで，εfL，ε
c
L，ε

i
Lは，それぞれ繊維材，コンクリー

ト，界面における繊維軸方向のひずみである．なお，界

面のひずみ εiLについては，有限要素法に組み込むこと

を考慮して疑似的に定義されたものであり，物理的に

特別な意味合いを有するものではない．T εは，平面応

力状態の全体座標系のひずみ εGを局所座標系のひずみ

εLに変換する行列 (付録参照)，T ε
1は，T εの第 1行を

表す．次章では，これらの関係式を使って FRCの仮想
仕事を定式化する．

4. FRCの有限要素式

(1) 仮想仕事式

FRCの仮想仕事は，以下に示すようにコンクリート，
繊維材及びそれらの界面毎に分けることができる．

δW = δWint − δWext

= δW c
int + δW f

int + δW i
int − δWext = 0 (16)

ここで，δW c
int，δW

f
int及び δW i

intは，それぞれコンク

リート，繊維材及びその界面における内力の仮想仕事

を意味し，δWextは外力による仮想仕事である．また，

本研究で用いる損傷材料モデルは，通常の変位場に加

え，非局所等価ひずみ場を変数とした合計 2つの系で
構成される仮想仕事式で表現される．その仮想仕事の

一般式は，コンクリートと繊維材の両方に用いられる

ことを考慮してΩ = Ωc ∪Ωf とし，時間 t+ 1について
次式のように与えられる．

δW c+f
u (u, δu) =

∫
Ω

δε : σ dΩ −
∫
Ω

δu · b̂ dΩ

−
∫
Γ

δu · t̂ dΓ = 0 (17)

δW c+f
e (ε̃v, δε̃v) =

∫
Ω

δ∇ε̃v · τ dΩ

+
∫
Ω

δε̃v (ε̃v − εv (ε)) dΩ = 0 (18)

ここで，式 (17)は変位場に関する一般的な仮想仕事式，
式 (18)は非局所等価ひずみに関する仮想仕事式である．
なお，ここで言う時間 tとは，実際の時間ではなく準

静的構造問題の荷重ステップ数，あるいは変位制御ス

テップ数を意味する．δuと δε̃v は，それぞれ仮想変位

場及び仮想非局所等価ひずみ場，b̂と t̂は，基準の物体

力と表面力である．また，τ = c∇ε̃v は，文献19),20),21)

で紹介される，仕事等価応力ベクトルと呼ばれるもの

である．なお，簡単のため以下では物体力項を省略す

る．式 (17)，(18)を更に詳しく見るために，それらを
コンクリートと繊維材の仮想仕事 δW c

u/eと δW f
u/e に区

分する．コンクリートの内力に関する仮想仕事につい

ては，式 (17)，(18)と同じ形式であるが，繊維材は埋
込み要素の中で 1次元で表現されているので，その内
力に関する仮想仕事は次式の繊維材軸方向 1次元の式

土木学会論文集A2（応用力学）, Vol. 67, No. 1, 54-68, 2011.

58




�


�




�

�

��
��� 
�����	�����

��
��� ����

�

� �

� �

�

�

�

� �

��

�

�

�

�
�

���� �������� ���	� ���� ��������	� ����������

���
��

�

��
�

��
�� ��� ��������� ��� ���� ��
������
� ��	��� ������ ����� �

�

�����

�������	�
	��	����

��
�

�	
�

��
�

図–4 (a) 埋込み要素のパッチ，(b) 滑り長さの概念

に縮小できる．

δW f
u,int =

∫
Ωf

δεfLσ
f
LdΩf =

∫
Ωf

(
δεcL + δεiL

)
σf

L dΩf (19)

δW f
e =

∫
Ωf

δ∇ε̃fv, Lτ
f
L dΩf

+
∫
Ωf

δε̃fv, L

(
ε̃fv, L − εfv, L

(
εfL

))
dΩf (20)

最後に，界面に関する仮想仕事 δW i
int の内容を具体

的に記す．繊維材のひずみ εfL は式 (15)に従うと，式
(19)に示すようにコンクリートの局所ひずみ εcLと界面

のひずみ εiL に分割できる．そのため，滑り ui
L に関す

る界面の仮想仕事式は，界面内の仮想仕事
∫
Ωi

δui
Lσ

i
L dΩi

とともに次式で与えられる．

δW i
int =

∫
Ωf

δεiLσ
f
L dΩf +

∫
Ωi

δui
Lσ

i
L dΩi = 0 ∀ δui

L

(21)
上式は，界面が繊維材に与える仮想仕事と界面内の仮

想仕事が界面領域全体で釣り合うことを意味している．

(2) 離散化

本研究では平面応力状態を想定し，コンクリートの

変形は 8節点四辺形要素，非局所等価ひずみはバイリ
ニアの形状関数を用いて離散化する．また，界面の滑

りについては，2次の 3節点 1次元要素 (ni = 3)を用

いる．

u =
nc∑

k=1

Nkd
k or u = Nd (22)

ε̃v =
ne∑

k=1

Ñke
k or ε̃v = Ñe (23)

ui
L =

ni∑
k=1

N i
k

(
ui

L

)k
=

ni∑
k=1

N i
k

(
t̄ d̄

)k

=
ni∑

k=1

N̄kd̄
k or ui

L = N̄d̄ (24)

ここで，dは 8節点の要素変位ベクトル, eは非局所等

価ひずみベクトルで四辺形要素のコーナー 4節点の値
を持つ．d̄は 3節点の滑り長さを示すベクトルで，x軸
に斜影された滑り長さの 3成分から成る．

d̄ =
[
d̄1 d̄2 d̄3

]T (25)

N̄ は，全体座標系で定義された界面の形状関数である．

また，式 (15)内の繊維軸方向の界面のひずみ εiL は，以

下のように書ける．

εiL =
ni∑

k=1

Bi
k

(
t̄d̄

)k = t̄Bid̄ = B̄d̄ (26)

ここでBi と B̄ は，それぞれ界面の局所座標と全体座

標で定義された Bマトリックスを指す．局所座標系の

繊維材のひずみ εfL は式 (15)に従い，次のようになる．

εfL = T ε
1ε

c
G + εiL = T ε

1B
fd + B̄d̄ (27)
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最後に式 (22), (23), (24)を仮想仕事式に代入すると次
のように整理できる．

δWu = δW c
u, int + δW f

u, int − δWext ∀ δd

=
nele∪
m=1

δdT

[ ∫
Ωc

BcTσcdΩc

︸ ︷︷ ︸
f c

int, u

+
∫
Ωf

BfT (T ε
1)

T
σf

L dΩf

︸ ︷︷ ︸
f f

int, u

−λt+1

∫
Γ

N cTt0 dΓ

︸ ︷︷ ︸
f ext

]
= 0 (28)

δWe = δW c
e + δW f

e =
nc

ele∪
m=1

δeT

·
[∫
Ωc

(
B̃

c
)T

τ cdΩc +
∫
Ωc

(
Ñ

c
)T

(ε̃cv − εcv) dΩc

]
︸ ︷︷ ︸

fc
int, e

+
nf

ele∪
m=1

δeT

[∫
Ωf

(
B̃

f
)T (

T d
1

)T

τ f
LdΩf

+
∫
Ωf

(
Ñ

f
)T (

ε̃fv, L − εfv, L

)
dΩf

]
= 0 ∀ δe (29)

δW i
int =

ni
ele∪

m=1

δd̄
T

[ ∫
Ωf

B̄
T
σf

L dΩf +
∫
Ωi

N̄
T
σi

L dΩi

︸ ︷︷ ︸
f i

int, i

]
= 0

∀ δd̄ (30)

ここで，式 (29)下段の [ ]内を便宜上 f f
int, e とおく．

式 (28)の λt+1 は，所与の表面荷重ベクトル t0 に対す

る，時間 t+ 1における荷重係数であり，非線形（準静
的）構造解析問題の荷重–変位関係の耐荷力を表す係数
である．Bc は通常の B マトリックス，B̃

c
，B̃

f
は以

下の非局所等価ひずみ勾配を与えるコンクリートと繊

維材の B マトリックスである．

∇ε̃cv = B̃
c
e (31)

∇ε̃fv, L = T d
1∇ε̃f

v, G = T d
1B̃

f
e (32)

T d
1 は，回転マトリックス T d の第 1行を指す (付録参
照).

(3) 剛性方程式

前節の 3つの仮想仕事式を d, e及び d̄に関して線形

化し，要素全体で集めて整理すると以下の剛性方程式

が得られる．


Kc+f

dd Kc+f
de Kf

dd̄

Kc+f
ed Kc+f

ee 0

Kf
d̄d 0 K i

d̄d̄


︸ ︷︷ ︸

KT

n 
∆d

∆e

∆d̄


︸ ︷︷ ︸

∆u

n+1

= −


f c

int, u + f f
int, u − f ext

f c
int, e + f f

int, e

f i
int, i


︸ ︷︷ ︸

R

n

(33)

ここでKTとRは，それぞれ接線剛性マトリックスと

残差ベクトルを意味する．∆uは，節点変位，等価ひず

み及びすべりの 1荷重ステップ内の増分を 1つのベク
トルで表したもので，簡単のためここでは節点変位ベ

クトルの増分と呼ぶ．uという表記は，式 (22)のそれ
と重複するが表記の簡潔化を図り，これ以降は式 (33)
のように等価ひずみとすべりを含めたもの，すなわち

u
(
d, e, d̄

)
を指すこととする．上添え字 nは，ある 1

増分ステップ内の反復計算回数である．なお，KT 内

の各成分は，節 6.(4)～(6)で紹介する．

5. FRCの最適化問題

(1) 最適化問題の定式化

本研究で取り扱う問題は，等式制約条件付きの最適

化問題であり，その目的関数を f (ŝ), 等式制約条件を
h (ŝ)と表す．ŝは，設計変数ベクトルを意味する．

本研究は，構造全体で繊維材の量が常に一定である

という条件下で，FRC構造のエネルギー吸収性能最大
化を目的とする．構造解析については，材料のひずみ

軟化特性を考慮して変位制御法により行う．ちなみに，

FRCの繊維材混入率は一般に体積比で数パーセント以
下であり，他の繊維強化プラスチックのような複合材

料と比較してもはるかに少ない．これより，FRCにお
いては繊維材量最少化の必要性は低く，ここでは簡単

に繊維材量を一定とする等式制約条件付きの最適化問

題を考える．

前述のとおり，エネルギー吸収性能は各有限要素の

応力–ひずみ曲線で囲まれる面積を構造全体で積分した
もの（内力による仕事）として定義し，当該最適化問

題を以下のように定式化した．
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min f (ŝ) = −
[∫
Ωc

∫
ε̂c

σcdεcdΩc

+
∫
Ωf

∫
ε̂f
L

σf
LdεfLdΩf +

∫
Ωi

∫
ûi

L

σi
Ldui

L dΩi

]
(34)

h (ŝ) =
nf

ele∪
m=1

∫
Ωf

ξ

|J f |︸︷︷︸
l r0

dΩf
ξ − V̂ = 0 (35)

ŝL ≤ ŝi ≤ ŝU i = 1, ..., ns (36)

ここで，ξは自然座標空間，|J f |は繊維材のヤコビ行列
の行列式である．r0 は繊維材の太さを意味し，長さ方

向に一定であると仮定する．lは，埋込み要素内の一本

の繊維材の直線長さで設計変数 ŝに依存する．V̂ は予

め決められた構造全体の繊維材総体積，ŝL と ŝU は設

計変数の下限と上限値，nsは設計変数の数を意味する．

なお，本論文では変位制御法で得られた節点変位ベ

クトル u
(
d, e, d̄

)
を必要に応じて ûと表し，ε̂c およ

び ε̂fL，û
i
Lの

ˆ(•) は，単にその節点変位ベクトル ûから

求められたものであることを意味する．

最適化計算については，微分法に基づき最適性規準

法 (OC法)18)によるアルゴリズムを用いて行う．OC法
は，Lagrangeの未定乗数法と KKT条件の最適性規準
を基本とし，発見的手法によってその最適解を算出す

るアルゴリスムであり，数値解析上の安定性と速さか

ら広く用いられている．OC法では，目的関数と等式制
約条件の設計変数 ŝに対する感度を求め，それを基に

所定のアルゴリズムによる繰り返し計算を通じて最適

解に近づけるものである．そのため，次章では必要と

なる目的関数と等式制約条件の感度の導出方法につい

て詳述する．

6. 感度の導出

(1) 概要

目的関数は，構造応答を示す次の 3つ変数u
(
d, e, d̄

)
と設計変数 ŝに依存する．また，構造応答である変位

uも設計変数 ŝに依存するので，目的関数の設計変数

ŝに関する全微分は次式で表される．なお，本論文では

以下に示すとおり，ŝの代わりに sを用いて微分項を表

すことで式の表現を簡略化している．

∇f (ŝ, u) =
∂f

∂s
+
∂f

∂u

∂u

∂s

= ∇sf + ∇uf
T∇su

= ∇sf + ∇df
T∇sd + ∇ef

T∇se + ∇d̄f
T∇sd̄ (37)

上式の右辺第 1項は，陽的に直接求めることができる
微分項であるが，残りの微分項は (陰的に)間接的にし

か求めることができないため，離散化された仮想仕事

式 (28)，(29)，(30)を用いてこれを導き出すことにな
る．本研究では，(準) 解析的直接微分法 (variational
semi–analytical direct method)によりそれらを導出す
る．なお，以降は陽的に直接求められる微分項を簡単に

∇ex
s (•)(explicitの意味)，間接的にしか求められない項
を必要に応じて，∇im

s (•)(implicitの意味) と表現する．

(2) 構成式の微分

まず各変数の設計変数に関する微分を求める．ここで

得られた微分項は，構成式を微分する際に用いられる．

• コンクリートと繊維材のひずみ εcL ε
f
L,

∇sε
c (d) = ∇ex

s εc + ∇im
s εc = ∇s (Bc)︸ ︷︷ ︸

= 0

d + Bc∇sd

(38)

∇sε
f
L = ∇sε

c
L + ∇sε

i
L (39)

ここで，コンクリートと界面の繊維軸方向のひずみはそ

れぞれ εcL= εcL

(
Bf (ŝ) ,T ε

1 (ŝ) ,d
)
，εiL= εiL

(
B̄ (ŝ) , d̄

)
と表わされるため，その微分は次式で与えられる．

∇sε
c
L = ∇ex

s ε
c
L + ∇im

s εcL (40)

= ∇s (T ε
1) Bfd + T ε

1∇s

(
Bf

)
d︸ ︷︷ ︸

explicit

+T ε
1B

f∇sd︸ ︷︷ ︸
implicit

∇sε
i
L = ∇ex

s ε
i
L + ∇im

s εiL = ∇s

(
B̄

)
d̄ + B̄∇sd̄ (41)

• 局所座標系の滑り長さ ui
L

∇su
i
L

(
N̄ (ŝ) , d̄

)
= ∇ex

s u
i
L + ∇im

s ui
L

= ∇s

(
N̄

)
d̄ + N̄∇sd̄ (42)

• 局所及び非局所等価ひずみ εv，ε̃vと非局所等価ひ

ずみ勾配∇ε̃v

· コンクリート
εcv = εcv (I1 (εc) , J2 (εc)) (43)

∇sε
c
v = ∇εε

c
v

(
∇ex

s εc + ∇im
s εc

)
= ∇εε

c
v

(
∇s (Bc)︸ ︷︷ ︸

= 0

d + Bc∇sd
)

(44)

∇sε̃
c
v = ∇ex

s ε̃
c
v + ∇im

s ε̃cv

= ∇s

(
Ñ

c
)

︸ ︷︷ ︸
= 0

e + Ñ
c∇se (45)

∇s (∇ε̃cv) = ∇ex
s (∇ε̃cv) + ∇im

s (∇ε̃cv)

= ∇s

(
B̃

c
)

︸ ︷︷ ︸
= 0

e + B̃
c∇se (46)

· 繊維材
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∇sε
f
v, L

(
εfL

)
= ∇εε

f
v, L

(
∇ex

s ε
f
L + ∇im

s εfL
)

with 式 (39), (40), (41) (47)

∇sε̃
f
v, L = ∇ex

s ε̃
f
v, L + ∇im

s ε̃fv, L

= ∇s

(
Ñ

f
)

e + Ñ
f∇se (48)

∇s

(
∇ε̃fv, L

)
= ∇ex

s

(
∇ε̃fv, L

)
+ ∇im

s

(
∇ε̃fv, L

)
= ∇s

(
T d

1

)
B̃

f
e + T d

1∇s

(
B̃

f
)

e︸ ︷︷ ︸
explicit

+T d
1B̃

f∇se︸ ︷︷ ︸
implicit

(49)

なお，N c，Bc，Ñ
c
，B̃

c
は，設計変数 ŝに依存し

ない．よって，式 (38), (44)-(46)内のコンクリートに
関する陽的に直接求まる微分項はゼロとなる．

次に主たる変数と設計変数 ŝ との相互関係に

ついては，それぞれ σ=σ (D, ε (ŝ)), D=D (κ),
κ=κ (ε̃v (e (ŝ)) , κu (eu (ŝ))), σi

L= σi
L

(
ui

L (ŝ) , ui
Lu

(ŝ)
)

と表わされ，連鎖律に従ってコンクリート，繊維材，

界面の応力微分 ∇sσ
c，∇sσ

f
L，∇sσ

i
L を書くと以下の

ようになる．

∇sσ
c =

∂σc

∂εc

∂εc

∂s
+
∂σc

∂ε̃cv

∂ε̃cv
∂s

+
∂σc

∂κc
u

∂κc
u

∂s

= Cc
ed∇im

s εc + Ē
c∇im

s ε̃cv + Ĕ
c
∇sκ

c
u (50)

∇sσ
f
L =

∂σf
L

∂εfL

∂εfL
∂s

+
∂σf

L

∂ε̃fv, L

∂ε̃fv, L

∂s
+
∂σf

L

∂κf
u

∂κf
u

∂s

= Cf
ed, L

(
∇ex

s ε
f
L + ∇im

s εfL
)

+ Ē
f (
∇ex

s ε̃
f
v, L + ∇im

s ε̃fv, L

)
+ Ĕ

f
∇sκ

f
u (51)

∇sσ
i
L =

∂σi
L

∂ui
L

∂ui
L

∂s
+

∂σi
L

∂ui
Lu

∂ui
Lu

∂s

= kL

(
∇ex

s u
i
L + ∇im

s ui
L

)
+ kLu∇su

i
Lu

(52)

ここで，kL は式 (8)から陽的に求められる界面の接線
剛性である．また，κu, eu と ui

Lu
及び kLu の下添え字

uは，ある有限要素で荷重除荷状態が発生する時間 tu

におけるそれぞれの値を意味する．

なお，上式では省略記号として ‘荷重載荷’状態に関
する項を以下のように置き，

Ē
c ≡ ∂σc

∂ε̃cv
=

∂σc

∂Dc

∂Dc

∂κc

∂κc

∂ε̃cv
(53)

Ē
f ≡ ∂σf

L

∂ε̃fv, L

=
∂σf

L

∂Df

∂Df

∂κf

∂κf

∂ε̃fv, L

(54)

また，その最終微分項は次の関係がある．

∂κc

∂ε̃cv
,
∂κf

∂ε̃fv, L

=

 1 if loading

0 if un−/reloading
(55)

一方，別の省略記号 Ĕ
c/f
は，‘荷重除荷’と ‘再載荷’

に関するもので，

Ĕ
c/f

≡ ∂σc/f

∂κ
c/f
u

=
∂σc/f

∂Dc/f

∂Dc/f

∂κc/f

∂κc/f

∂κ
c/f
u

(56)

と置き，その最後の微分項は以下の関係にある．

∂κc/f

∂κ
c/f
u

=

 0 if loading

1 if un−/reloading
(57)

よって，‘荷重載荷’ 状態にある場合は Ē
c/f ̸= 0，

Ĕ
c/f

= 0，反対に ‘荷重除荷’・‘再載荷’状態にある時は
Ē

c/f = 0，Ĕ
c/f

̸= 0である．
最後に式 (50)，(51)内の微分項∇sκ

c/f
u と式 (52)の

∇su
i
Lu
は，それぞれ式 (45), (48)および式 (42)から以

下のように求まる．

∇sκ
c
u = Ñ

c∇seu (58)

∇sκ
f
u = ∇s

(
Ñ

f
)

eu + Ñ
f∇seu (59)

∇su
i
Lu

= ∇s

(
N̄

)
d̄u + N̄∇sd̄u (60)

ここで，d̄uは，時間 tuにおける節点の滑り長さベクト

ルである．なお，eu と d̄u は荷重載荷状態が生じる毎

に更新される必要がある．

(3) 目的関数の直接求められる微分項

目的関数の微分のうち，陽的に直接求めることがで

きる微分項は次式のように表される．

∇ex
s f = ∇ex

s

(
f c + f f + f i

)
(61)

および，

∇ex
s f

c = −
∫
Ωc

∫
ε̂c

∇ex
s (σc) dεc dΩc (62)

∇ex
s f

f = −
∫
Ωf

∫
ε̂f
L

(
∇ex

s

(
σf

L

)
dεfL + σf

L∇ex
s dεfL

)
dΩf

−
∫
Ωf

ξ

∫
ε̂f
L

σf
LdεfL∇s|J f |dΩf

ξ (63)

∇ex
s f

i = −
∫
Ωi

∫
ûi

L

(
∇ex

s

(
σi

L

)
dui

L + σi
L∇ex

s dui
L

)
dΩi

−
∫
Ωi

ξ

∫
ûi

L

σi
Ldui

L∇s|J i|dΩi
ξ (64)

ここで，∇ex
s σ

c，∇ex
s σ

f
L，∇ex

s σ
i
Lは，式 (50)，(51)及び

(52)の応力の直接求められる微分を指す．
なお，既往の研究10)では，式 (62)の∇ex

s f
cはゼロと

して扱われている．本研究では，より精度の高い感度

を求めることを念頭に式 (50)右辺の最終項を新たに考
慮したため，式 (62)は必ずしもゼロとはならない．
以上が目的関数の直接求められる微分に関するもので

あり，以降では間接的に求まる微分の導出方法を記す．
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(4) 変位に関する仮想仕事式の微分

変位に関する離散化された仮想仕事式 (28)を設計変
数 ŝで微分し，式 (50)，(51)をそれに代入すると以下
のように整理できる．∫
Ωc

BcTCc
edBcdΩc

︸ ︷︷ ︸
Kc

dd

∇sd +
∫
Ωf

BfTCf
edBfdΩf

︸ ︷︷ ︸
Kf

dd

∇sd

+
∫
Ωf

BfT (T ε
1)

T Cf
ed, LB̄dΩf

︸ ︷︷ ︸
Kf

dd̄

∇sd̄

+
∫
Ωc

BcTĒ
c
Ñ

c
dΩc

︸ ︷︷ ︸
Kc

de

∇se

+
∫
Ωf

BfT (T ε
1)

T
Ē

f
Ñ

f
dΩf

︸ ︷︷ ︸
Kf

de

∇se

= ∇sλt+1P −
∫
Ωf

∇s

(
Bf

)T

(T ε
1)

T
σf

L dΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

d

1

−
∫
Ωf

BfT (T ε
1)

T Cf
ed, L∇ex

s ε
f
L dΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

d

2

−
∫
Ωf

BfT (T ε
1)

T
Ē

f∇ex
s ε̃

f
v, LdΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

d

3

−
∫
Ωf

BfT∇s (T ε
1)

T
σf

L dΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

d

4

−
∫
Ωf

ξ

BfT (T ε
1)

T
σf

L∇s|J f |dΩf
ξ

︸ ︷︷ ︸
P̃

d

5

−
∫
Ωf

BfT (T ε
1)

T
Ĕ

f
∇sκ

f
u dΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

d

6

−
∫
Ωc

BcTĔ
c
∇sκ

c
u dΩc

︸ ︷︷ ︸
P̃

d

7

(65)

ここで，仮想変位場 δuは任意であるため，∇sδdの項

は現れない．なお，式 (65)は陽的に直接求められる微
分項を右辺に，間接的に求める微分項を左辺に移項し，

整理したものである．その右辺を疑似荷重ベクトルと

呼び，また，左辺の項はそれぞれ式 (33)で紹介した接
線剛性マトリックスKT の各成分と一致する．

(5) 非局所等価ひずみに関する仮想仕事式の微分

前節と同様に非局所等価ひずみに関する離散化され

た仮想仕事式 (29)を設計変数 ŝで微分し，式 (44)-(49)
をそれに代入すると以下のように整理できる，∫

Ωc

[
c
(
B̃

c
)T

B̃
c
+

(
Ñ

c
)T

Ñ
c
]
dΩc

︸ ︷︷ ︸
Kc

ee

∇se

−
∫
Ωc

(
Ñ

c
)T

F̄
c
Bc dΩc

︸ ︷︷ ︸
Kc

ed

∇sd

−
∫
Ωf

(
Ñ

f
)T

F̄
f
T ε

1B
f dΩf

︸ ︷︷ ︸
Kf

ed

∇sd

+
∫
Ωf

[
c
(
B̃

f
)T

B̃
f
+

(
Ñ

f
)T

Ñ
f
]

dΩf

︸ ︷︷ ︸
Kf

ee

∇se

= −
∫
Ωf

c
[
∇s

(
B̃

f
)T

B̃
f
+

(
B̃

f
)T

∇s

(
B̃

f
)]

e dΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

e

1

−
∫
Ωf

[
∇s

(
Ñ

f
)T (

ε̃fv, L − εfv, L

)

+
(
Ñ

f
)T (

∇ex
s ε̃

f
v, L − F̄

f∇ex
s ε

f
v, L

)]
dΩf

−
∫
Ωf

ξ

[
c
(
B̃

f
)T (

T d
1

)T

∇ε̃fv, L

+
(
Ñ

f
)T (

ε̃fv, L − εfv, L

)]
∇s|J f |dΩf

ξ

(66)

なお，上式では省略記号として以下を用いた．

F̄
c ≡ ∂εcv

∂εc
=

∂εcv
∂I1

∂I1
∂εc

+
∂εcv
∂J2

∂J2

∂εc
(67)

F̄
f ≡

∂εfv, L

∂εfL
(68)

式 (18)の仮想の非等価ひずみ δε̃v は任意であり，その

節点ベクトルの微分項∇sδeは式 (66)に現れない．ま
た，便宜上，式 (66)の右辺の第 2，3番目の積分をそれ
ぞれ疑似荷重ベクトル P̃

e

2，P̃
e

3 と置く．
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(6) 界面に関する仮想仕事式の微分

前節と同様に界面に関する離散化された仮想仕事式

(30)を設計変数 ŝで微分し，式 (51)，(52)をそれに代
入すると以下のように書ける．∫

Ωf

B̄
TCf

ed, LB̄ dΩf +
∫
Ωi

N̄
T
kLN̄ dΩi


︸ ︷︷ ︸

K i
d̄d̄

∇sd̄

+
∫
Ωf

B̄
TCf

ed, LT ε
1B

f dΩf

︸ ︷︷ ︸
Kf

d̄d

∇sd = −
∫
Ωf

∇s

(
B̄

)T
σf

L dΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

d̄

1

−
∫
Ωf

B̄
TCf

ed, L∇ex
s ε

f
L dΩf

︸ ︷︷ ︸
P̃

d̄

2

−
∫
Ωf

ξ

B̄
T
σf

L ∇s|J f |dΩf
ξ

︸ ︷︷ ︸
P̃

d̄

3

−
∫
Ωi

∇s

(
N̄

)T
σi

L dΩi

︸ ︷︷ ︸
P̃

d̄

4

−
∫
Ωi

N̄
T
kL∇ex

s u
i
L dΩi

︸ ︷︷ ︸
P̃

d̄

5

−
∫
Ωi

ξ

N̄
T
σi

L ∇s|J i|dΩi
ξ

︸ ︷︷ ︸
P̃

d̄

6

−
∫
Ωi

N̄
T
kLu∇su

i
Lu

dΩi

︸ ︷︷ ︸
P̃

d̄

7

(69)

ここで，式 (21)の δui
L は任意であるため，∇sδd̄は

上式に現れない．本式の導出方法については，既往の文

献10)で詳細に示されているのでそれを参考にされたい．

(7) 系全体の感度

式 (65), (66)，(69)を集め，整理すると以下のように
書ける．

Kc+f
dd Kc+f

de Kf
dd̄

Kc+f
ed Kc+f

ee 0

Kf
d̄d 0 K i

d̄d̄




∇sd

∇se

∇sd̄

 　

= ∇sλt+1


P

0

0

 −



7∑
l=1

P̃
d

l

3∑
l=1

P̃
e

l

7∑
l=1

P̃
d̄

l

 (70)

式 (70)は，右辺を疑似的な荷重ベクトル P pse と見な

せば，以下の典型的な剛性方程式の形式になる．

KT ∇s û = P pse = ∇sλt+1P̂ + P̃ pse (71)

ここでKT は，前述の時間 t + 1における接線剛性マ
トリックスである．

次に，荷重係数の設計変数による微分∇sλを求める

方法を考える．本研究では，変位制御法における節点

変位ベクトルの制御される ‘成分’（仮に j番目とする）
uj を ûj と置き，その微分∇sûj が 0となることを利用
する．これは，その節点変位ベクトル成分が設計変数 ŝ

に無関係に決定されることを応用したものである．す

なわち，式に表すと以下のようになる．

∇s ûj = ∇sλt+1
ŭj

λt+1
+ (∇s ûj)pse = 0 (72)

ここで，ŭj と (∇sûj)pse は以下で得られるベクトル ŭ

および (∇sû)pse の j 番目の成分を意味する．

ŭ = K−1
T λt+1 P̂ (73)

(∇sû)pse = K−1
T P̃ pse (74)

この ŭjと (∇sûj)pse を式 (72)に代入すると以下が得ら
れる．

∇sλt+1 = −
(∇s ûj)pse

ŭj
λt+1 (75)

以上より，全体の節点変位ベクトルの微分∇sûが次の

ように表される．

∇s û = ŭ
∇sλt+1

λt+1
+ (∇sû)pse (76)

最後に，目的関数 f の設計変数による微分は，式 (76)
を式 (37)に代入して得られる，各荷重ステップにおけ
る感度を荷重総ステップ数 nstep回足し合わせることで

求められる．

∇f (ŝ, u) =
nstep∑
t=1

(
∇ex

s ft + ∇uf
T
t ∇sût

)
(77)

ここで，ftは，荷重ステップ t内で得られたエネルギー

吸収能力を意味する．

一方，等式制約条件式 (35)については，変位 uに依

存しないため，その設計変数 ŝに関する微分は

∇sh =
dh (ŝ)

ds
(78)

となる．これは陽的に直接求まる微分であり，制約関

数の感度は次式により求められる．

∇sh =
nf

ele∪
m=1

∫
Ωf

ξ

(
∇s|J f |

)
dΩf

ξ (79)

以上のようにして求められる目的関数の微分

∇f (ŝ, d) と等式制約関数の微分 ∇sh (ŝ) とをともに
最適化アルゴリズムに代入し，反復収束計算を行いな

がら最適解に近づけることができる．

7. 数値解析例

(1) FRC梁の構造最適化問題

本節は，図–5に示される FRC単純梁について最適
化を行う．繊維材は，ガラス繊維と炭素繊維の 2ケー
スを考慮する．一般に両繊維ともに引張りに対し脆性

的な破壊挙動を示すが，ガラス繊維についてはエポキ

シ樹脂を充填することで靱性が著しく改善されること
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-     -

 
 

図–5 FRC単純梁の材料定数，構造寸法及びベジエ曲線で近
似された繊維材

が報告されている11),12),13)．これを勘案し，ここでは

炭素繊維は高強度低靱性，ガラス繊維は中強度中靱性

であると想定している．各々の材料定数については同

図に記す．また，コンクリートと繊維材との界面にお

ける材料定数は，文献11),12),13)に従った．解析は対称

性を考慮して構造の半分のみで行い，平面応力状態を

仮定している．前述のとおり，コンクリートは 8節点
四辺形要素，界面は 3節点の 1D要素で離散化し，要素
数はそれぞれ 200及び 68個である．

繊維材の形状は，図–5に示す 4次の対称ベジエ曲線
で近似している．構造の対称性から，制御点 p3，p4は

p1，p0 と対の関係にある．また，制御点 p1 の y 座標

を p2 のそれと同じ値に設定し，更に p1 の x座標は常

に p0 と p2 の中間点のそれと等しくなるように拘束し

た．これにより，繊維材 1本の形状は 3つの設計変数
s1, s2，s3で定義され，設計変数の総数は 12 (3×4本)
となった．また，設計変数の初期値として，(i) すべて
の繊維材において s1 = 0.075，(ii) s2と s3は下段の繊

維材から順に 0.15, 0.38, 0.62および 0.85に設定した．
コンクリートによる厚いかぶりは不要であるため，s2

と s3 の下限値は sL = 0.01及び上限値 sU = 0.99とし
た．また，設計変数 s1の下限及び上限値は，それぞれ

sL = 0.01と sU = 0.4とした．繊維材の厚さについて

図–6 FRC梁の最適化結果： (a1, a2) ガラス繊維，(b1, b2)
炭素繊維

図–7 FRCプレートの構造 (左)とパラメトリック要素 (右)

は 0.4mmと設定したため，繊維材の体積は構造全体の
1.4% となった．この値は最適化途中でも一定である．
変位制御点 cを梁の中央底面にセットし，制御点での
最終節点変位 ûは，−y方向に 0.4mmとした．

図–6は，最適化の結果を示しており，同図 (a1)，(b1)
の梁右半分は損傷変数Dの分布を表わしている．これ

より，梁下端中央部を中心にコンクリートの損傷が進行

している様子が分かる．最適化後，下側 3本の繊維材が
コンクリートの損傷を軽減するように梁下端に，上側

1本の繊維材も梁上端に移動した．ガラス繊維は，炭素
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図–8 FRCプレートの最適化結果：(a) ガラス繊維，(b) 炭
素繊維

繊維に比べ剛性が低いため，より曲げ上げるような形

状で梁の曲げ変形に抵抗している様子がわかる．なお，

どちらもこの変位レベルにおいてはコンクリートは損

傷しているが繊維材自体はまだ損傷を受けていない．

同図 (a2)および (b2)は，それぞれ縦軸に荷重係数 λ

を，横軸に変位制御点の変位成分 ûを取った最適化前

後の荷重–変位曲線を表しており，最適化後には耐荷力
が安定的に向上している様子がわかる．また，同図右の

数字は最適化前の目的関数値を 100%とした場合の最
適化後の目的関数値である．本論文では誌面のスペー

スの関係より，目的関数値の推移図を省略するが目的

関数値（絶対値とする）は最初の最適化計算 30回程度
までは急速に増加し，その後緩やかに増加を続けなが

ら一定値に収束した．結果として，どちらも 40%程度
のエネルギー吸収性能が増加した．これより，本手法

は力学的に理にかなう構造を与えるものと言える．

一方で，すべての繊維材が梁下端に移動し，コンク

リートの損傷を軽減する，より合理的な構造が得られ

ることを期待していたものの，それには至らなかった．

この原因は，いわゆる非凸最適化問題 (non-convex op-
timization)が抱える典型的な局所的最適解の問題にあ
る．すなわち，得られた結果は初期の繊維材配置に強

く依存するもので，上側の繊維材に関して言えば，そ

れが梁上端に移動することで断面剛性を高める局所的

な最適解になっていることがわかる．

(2) 切欠きをもつ FRCプレートの構造最適化

次の計算例は，図–7に示す FRCプレートの最適化
である．材料定数，荷重載荷，要素形式，繊維材の幾

何に関する定義については，前節と同じである．コン

クリートには 124個，界面には 24個の要素を用いた．
本構造は切欠きを有するため，パラメトリック要素の

設定に制限が加わる．結果として繊維材を配置できる

設計領域は，切欠き部以下の領域とした．

設計変数の初期値は (i) s1 = 0.025，(ii) s2 と s3 は，

3本の繊維材で 0.25, 0.50及び 0.75とした．繊維材の
体積は，構造全体の 0.74%である．変位制御点 cでの
最終変位量は，−x方向に 0.2mmとした．

図–8は，材料非線形域における最適化結果である．

プレート右側の損傷状態が示すように，ガラス及び炭

素繊維の両ケースともにプレート上端コーナー部のコ

ンクリートの損傷が著しい．そのため，それを軽減す

るように 3本の繊維材すべてが上端に移動する配置が
期待されたものの，上側 2本の繊維材のみが上端に移
動し，残りの 1本が下側に停留する繊維材配置となっ
た．これは，前節の上側の繊維材と同様に明らかな局

所的最適解である．下側の繊維材は初期配置に依存し

て圧縮領域に留まり，その応力状態に沿って緩やかに

曲がる圧縮材として機能している．本計算例でも，目

的関数値の推移は省略するが目的関数値は最初の最適

化計算 20回程度までは急速に増加し，その後緩やかに
増加を続けながら一定値に収束した．その結果，ガラ

ス繊維では約 40%，炭素繊維で場合では約 100%のエ
ネルギー吸収性能が増加した．前節と同様に高強度で

ある炭素繊維の方が，よりエネルギー吸収性能を増加

させる結果となった．

一方，炭素繊維は上側 2本において若干の損傷が生じ
ており，ガラス繊維の方はまだ損傷を受けていない．そ

のため，同図の荷重–変位曲線を比べると炭素繊維の場
合は，荷重ピーク点以降に軟化する様子が見られるが，

ガラス繊維の場合は正の接線剛性を保つ安定した状態

である．現時点では炭素繊維の方が力学的な効果は高

いが，求められる制御変位が大きくなるにつれ，靱性に

優れるガラス繊維が優位となる．本手法はこれらの経

路依存型の構造問題を考慮でき，有効に利用されない

繊維材が一部で残るという問題点があるものの，エネ

ルギー吸収性能を確実に向上させることが検証された．

8. 結論

本研究では，FRC構造のエネルギー吸収性能の向上
を目的として，繊維材の形状最適化手法を提案した．提

案した手法を数値解析例を用いて確認し，本手法の妥

当性を検証した．本研究の成果を以下に記す．
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• 　提案した手法により，概ね力学上合理的と考えら

れる構造が得られた．これより，本手法の妥当性

が検証されたと言える．

• 　従来型の手法では，隣接する要素間で繊維が不連

続となるが，本手法では埋込み要素を応用したこ

とで，力学的に現実性の高い繊維複合材の構造挙

動を表現できるようになった．

• 　本手法では，繊維材の配置は固定されたメッシュ

に依存しないため，設計自由度の高い手法である

と言える．また，曲線形状の繊維材も取り扱うこ

とが可能であるため，局面形状をもつ 3次元構造
への拡張が期待される．

• 　本手法は，FRCという特殊な繊維複合材料に応用
したが他の複合材料にも適用可能である．

一方，今後の課題として以下が挙げられる．

• 　一般に非凸最適化問題では，明らかな局所的最適

解に陥ることがある．本研究の計算例でも一部で

その影響が見られた．勿論，本研究のような複雑

な最適化問題では，そもそも大域的最適値を得る

ことは不可能であり，また，得られた結果が大域

的最適解であることを証明する方法もない．よっ

て，今後は明白な局所的最適解に陥らないような，

より自由度の高い最適化手法の開発が期待される．

• 　準解析法 (semi-analytical method)による感度解
析では，構造の剛体回転が大きくなるにつれ，感

度の精度が低下することが多くの研究で報告され

ている3),4),6),15),16),17)．板厚の薄い構造や厳しい

損傷を受ける曲げ部材等では，剛体回転が大きく

なる傾向があり，感度解析の精度低下を回避でき

るような手法の開発が期待される．

付録：　変換マトリックス

2次元の回転マトリックス T d を以下に示す．

T d =

 cos (xG, xL) cos (yG, xL)

cos (xG, yL) cos (yG, yL)

 =

 l1 m1

l2 m2


(80)

また,ひずみ変換マトリックスT εは，全体座標系で定

義された，平面応力状態のひずみベクトル εGを局部座

標系εLに変換する．すなわち，εL = [ε11, ε22, 2ε12]T =
T εεG で，T ε は以下となる．

T ε =


l1

2 m1
2 l1m1

l2
2 m2

2 l2m2

2l1l2 2m1m2 l1m2 + l2m1

 (81)

謝辞： 本研究は，“Deutsche Forschungsgemeinschaft”
DFG (German Research Foundation) の研究プロジェ

クト Ra 218/19 および Ra 218/21 の助成を受けて行
われたものである．この研究助成に心より感謝申し上

げる．

参考文献

1) Balakrishnan, S., Murray, D.W.: Finite element pre-
diction of reinforced concrete behavior, Structural
Engineering Report, No. 138, University of Alberta,
Edmonton, Alberta, Canada, 1986.

2) Barzegar, F., Maddipudi, S.: Generating reinforce-
ment in FE modeling of concrete structures, J. Struct.
Eng., Vol. 120, No. 5, pp. 1656–1662, 1994.

3) Bletzinger, K.-U., Firl, M., Daoud, F.: Approxima-
tion of derivatives in semi-analytical structural opti-
mization, Comput.& Struct., Vol. 86, pp. 1404–1416,
2008.

4) de Boer, H., van Keulen, F.: Refined semi-analytical
design sensitivities, Int. J. Solids Struct., Vol. 37, pp.
6961–6980, 2000.

5) Chang, T.Y., Taniguchi, H., Chen, W.F.: Nonlinear
finite element analysis of reinforced concrete panels,
J. Struct. Eng., ASCE, Vol. 113, No. 1, pp. 122–140,
1987.

6) Cheng, G., Olhoff, N.: Rigid body motion test against
error in semi-analytical sensitivity analysis, Comput.
& Struct., Vol. 46, No. 3, pp. 515–527, 1993.

7) Elwi, A.E., Hrudey, T.M.: Finite element model for
curved embedded reinforcement, J. Eng. Mech., Vol.
115, No. 4, pp. 740–754. 1989.

8) Hofstetter, G., Mang, H.A.: Work-equivalent node
forces from prestress of concrete shells, In: Finite El-
ement Methods for Plate and Shell Structures, Formu-
lations and Algorithms, Vol. 2 (eds. Hughes, T.J.R.,
Hinton, E.), Swansea, Pineridge Press, pp. 312–347,
1986.

9) Kato, J., Lipka, A., Ramm, E.: Multiphase mate-
rial optimization for fiber reinforced composites with
strain softening, Struct. Multidisc. Optim., Vol. 39,
pp. 63–81, 2009.

10) Kato, J., Ramm, E.: Optimization of fiber geometry
for fiber reinforced composites considering damage,
Finite. Elem. Anal. Des., Vol. 46, pp. 401–415, 2010.
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