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Analytical sensitivity analysis for decoupling multi-scale topology
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The present study proposes an analytical sensitivity analysis for a so-called multi-scale topology op-

timization introduced to minimization of compliance of three dimensional structural problems. The multi-

scale topology optimization is a strategy to optimize topology of microstructures applying a decoupling

multi-scale analysis based on a homogenization method. The stiffness of the macrostructure is maximized

with a prescribed material volume of constituents under linear elastic regime. A gradient–based optimization

strategy is applied and an analytical sensitivity approach based on the adjoint method is proposed to reduce

the computational costs. It was verified from a series of numerical examples that the proposed method has

great possibility for microscopic advanced material designs.

Key Words: multi-scale topology optimization, topology optimization, adjoint sensitivity analysis, de-

coupling multi-scale analysis, microstructures, homogenization

1. はじめに
複合材料の力学的挙動は，ミクロ領域における構成

材料の配置や形状，寸法などの幾何学的特性に強く依
存し，その依存性は材料の破壊に至るような非線形領
域においてより顕著になることが知られている．材料
開発の分野では，このようなスケール間の階層的な依
存性を考慮して材料設計が行われることが多い．例え
ば合金の材料開発分野では材料強度の改善や靱性の向
上を図る場合，それを可能にするミクロ結晶構造の研
究が行われ，繊維補強材においては，強度や耐衝撃性
能の改善を目指して，ミクロ的な観点から補強材の最
適配置や形状の検討が行われる. これらに共通するこ
とは，最適なミクロ構造を見つけることによって，マ
クロ構造の力学的パフォーマンスを目的どおりに制御
する，あるいは最大限に引き出すことを意図している
ことである．
近年，材料のミクロな特性を制御できる生産技術が

現実のものとなりつつあるという背景を踏まえ，本研
究ではミクロ構造の材料配置（ここではトポロジー）
を最適化することでマクロ構造のパフォーマンスを最
大にする手法の開発を行う．
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トポロジー最適化の研究については，これまでマク
ロ構造のトポロジーを対象とした研究開発が行われて
きた経緯があり，材料のミクロ構造を対象としたトポ
ロジー最適化の研究についてはそれほど多く報告され
ていない．ミクロ構造のトポロジー最適化を実施した
代表的な研究報告を述べると，例えば，Sigmund(1)は逆
均質化法と称する方法を用いて，所与のマクロ材料剛
性 CHと等価な剛性を発現するミクロ構造のトポロジー
決定手法を提案している．また，Sigmundと Torquato(2)

はその応用として，所与の熱膨張係数と等価になるミ
クロ構造トポロジーの決定手法を提案し，Larsenら (3)

は負のポアソン比を発現できるミクロ構造トポロジー
を紹介している．しかし，これらはミクロ構造だけの，
つまり，ミクロ領域における境界値問題のみで構成さ
れる支配方程式を解き，マクロ構造の挙動については
考慮していない点に問題がある．一方，Rodriguesら (4)

は，マクロ構造とミクロ構造の両方の挙動を加味し，
両者のトポロジーを同時に最適化できる階層的な手法
を提案している．しかし，この手法は一つのマクロ構
造に異なるミクロ構造トポロジーが多数存在できると
いう状態を許容しており，均質化法で仮定する周期性
を逸脱するとともに製作可能性を考慮しても非現実的
な問題設定であるといえる．均質化法の周期性の仮定
に逸脱しない問題設定としては，Niuら (5) の研究報告
がある．その研究報告では低次固有振動数の最大化を
目的としてミクロとマクロ構造両方のトポロジーを同



時に最適化する手法を提案しており，そこでは「ミク
ロ構造はマクロ構造全体において一つ（一種類）だけ
存在する」とした問題設定を行っている．
本研究では，製作可能な範囲を考慮して，「マクロ構

造の幾何（トポロジーや形状）は初期の状態から不変
とし，あくまでマクロ構造のパフォーマンスを最大に
する唯一のミクロ構造トポロジー（マクロ構造全体で
一種類のみ存在）を決定する」という問題設定を行う
ことにする．具体的には，ミクロ構造トポロジーはマ
クロ構造のどの物質点を取り出しても同じものが周期
的に配置されているという設定である．Niuら (5) の問
題設定とは異なりマクロ構造のトポロジーを変化させ
ない（最適化しない）理由は，例えば合成ゴムで作ら
れたタイヤの設計のように，そのマクロ構造のトポロ
ジーは様々な条件から固定されてしまい，ミクロ領域
における材料設計のみで構造特性をコントロールしな
ければならないような現実的な設計環境を想定したた
めである．
ところで，上記のようなミクロ-マクロ連成問題を

解くためには，均質化法を基本としたマルチスケール
解析法の導入が必要となる．均質化法によるマルチス
ケール解析法については，これまで多くの研究成果が
報告され，現在では材料・幾何学的非線形特性を考慮
に入れた様々な解析手法が提案されている (6)～(10). こ
れらは，ミクロおよびマクロ双方の境界値問題の精度
を高めるために二変数境界値問題をミクロ-マクロを
相互にやり取りしながら同時に解くもので「ミクロー
マクロ連成型のマルチスケール解析法」と呼ばれてお
り，理論的にも確立された信頼できる手法である．し
かし，これらの解析手法は理論的に難解であることに
加え，計算量が膨大となることから実設計に応用され
ることは少ない．そのため，Niuら (5) の最適化手法を
はじめ，「ミクローマクロ連成型のマルチスケール解析
法」を基本とする最適化手法は，線形弾性問題であれ
ば適用可能であるが，それを非線形構造問題へ拡張す
ることは，理論を複雑化するだけでなく計算量が著し
く増加するため，実用上の課題が大きい．
なお，著者らの知る限りでは，連成型マルチスケール

解析法を基本としたマルチスケールトポロジー最適化の
研究のうち非線形構造問題を扱ったものに，Nakshatrala

ら (11) の研究報告がある．Nakshatralaら (11) は，超弾性
Neo-Hookean モデルを用いた場合のマルチスケールト
ポロジー最適化問題を定式化しているが，やはり計算
量が膨大となることから multilevel nested Newton法と称
される近似法 (12)～(15) を取り入れることで計算量を減
らし，さらに並列計算を導入することによって計算を
可能にしている．しかし，その最適化計算例をみると，
計算効率を向上させるために上記の処置をとったにも
関わらず依然として計算量は多く，結果としてミクロ
およびマクロ構造ともに非常に粗い要素メッシュを用
いざるを得なかった経緯が伺える．また,経路非依存型
の使用材料モデルのみを扱っており，そもそも数値計

算量が小さくてすむ材料モデルであるがこの手法を塑
性材料のような経路依存性を示す材料モデルへ適用す
ることは計算コストの観点から事実上不可能であると
いえる．
このような背景から，加藤ら (16) は，「分離型マルチ

スケール解析法 (18)」と呼ばれる新しい手法を用いた
マルチスケールトポロジー最適化手法を提案してい
る．分離型マルチスケール解析法は，寺田ら (18) およ
び Teradaら (19)，Watanabeら (20) によって紹介されたも
ので，ミクロ–マクロ二変数境界値問題を分離して解く
手法である．この手法は，主に材料非線形性や幾何学
的非線形性を有する変数境界値問題等，複雑で数値計
算量も多い問題に対し，「数値材料実験」と称する近似
的アプローチを導入することでその数値計算量を極力
小さくすることを意図したものある．また，この手法
はミクロおよびマクロ境界値問題を個別に解くことか
ら，理論的にも明快な近似的手法であり，様々な材料
モデルにも同じ枠組みで適用出来る点において汎用性
に優れる．
そこで，本研究では文献 (16) に続いて分離型マルチ

スケール解析手法の適用を前提としたマルチスケール
トポロジー最適化手法の開発を目的とする．ただし，
本研究は分離型マルチスケール解析手法をトポロジー
最適化に導入するための基礎的段階であるため，文献
(16)と同様に線形弾性体を用いた構造問題を仮定し，マ
クロ構造の剛性を最大（コンプライアンスを最小）に
する最適化問題を扱う．
本研究で新たに実施することは，(i)文献 (16) で提案

された二次元マルチスケールトポロジー最適化法を三
次元問題へ拡張し，本手法の一般化を図ること，(ii)随
伴法を基本とした「解析的感度解析法」の提案を行う
ことである．後者については，文献 (16) で提案されて
いる「準解析的感度解析法」を用いた場合，有限要素
数の増加に伴い計算コストが著しく増加し，三次元問
題へそのまま適用することは困難であることを事前の
調査で把握したため，その改善を図るために提案する
もので本論文の主要部分である．これについては本文
で詳細に記述する．
本論文では，まず三次元構造問題を対象とした分離

型マルチスケール解析法の概要を述べ，理解を容易に
するために適宜二次元問題の図を用いながら本手法を
説明する．次に本研究で使用した材料モデルと最適化
問題の定式化について記述する．なお，本研究では数
値解析上有効な最適化アルゴリズムとして，最適性規
準法 (21)（optimality criteria method: 以下，OC法と略す）
を適用した．その後，本研究で提案する，随伴法を基
本とした解析的感度解析法について述べ，その導出過
程について説明する．最後に，いくつかの数値解析例
を用いて本手法の三次元構造問題への適用性を検証す
る．



2. 均質化に基づく分離型マルチスケー
ル解析手法

2.1 概要 分離型マルチスケール解析手法 (18)～(20)

は，ミクロ–マクロ二変数境界値問題を同時にカップリ
ングしながら解く一般的な手法と異なり，ミクロ–マク
ロ二変数境界値問題を個々の境界値問題に分離して解
く手法である．まず，ミクロ境界値問題については，均
質化法を基本として周期的なミクロ構造（ユニットセ
ル）を取り出し，それを数値的な供試体とみなして材
料実験を模擬する．そして，ここで得られたミクロ解
析結果をマクロな材料変数に変換することで，マクロ
材料応答を計測したものと考える．このようにユニッ
トセルに対する数値解析を通してマクロ材料挙動を得
る一連の操作は「数値材料試験」と称されている．本
研究では線形弾性体を想定しているため，ミクロ解析
で得られるミクロ応力 σからマクロ応力 Σを計算し，
それをマクロ材料剛性 CH に変換する．そして，得られ
たマクロ材料剛性を直接用いてマクロ境界値問題を解
く手順となる．
なお，従来の線形のマルチスケール解析では，ユニッ

トセルに与える所与のマクロひずみ Eとユニットセル
内の擾乱変位に線形の関係があると仮定し，それを特
性変位（一般に χと置かれる）と呼ばれる変数を導入
することでマクロ材料剛性 CH を求めるが，本手法で
は特性変位を必要とせず，あくまでユニットセルに課
す数値材料試験結果からマクロ剛性を求める点が理論
的に異なる．以下では，線形弾性問題の分離型マルチ
スケール解析法について概説し，詳細については文献
(18)～(20) を参考にされたい．

2.2 ミクロ境界値問題 力学的平衡状態にある周
期的なミクロ構造を有する非均質弾性体に対して，力
学的に等価な均質体を定義したものをマクロ構造と呼
ぶ．ここでいう力学的に等価とは，マクロ構造内の任
意の点 xにおけるマクロ応力 Σが非均質性を特徴づけ
る周期的なミクロ構造（ユニットセル）に依存し，そ
れによって定義される．すなわち，次式のようにユニッ
トセル内に分布するミクロ応力 σの体積平均で求めら
れることを意味する．

Σ =
1
|Y |

∫
Y

σdy = 〈σ〉 (1)

ここで，Y は周期的なミクロ構造領域を意味し，y は
ミクロ構造内の任意の点を示す位置ベクトルでミクロ
スケール変数と呼ばれる．
同様にマクロひずみ Eとミクロひずみ εも次のよう

な関係にある．
E =

1
|Y |

∫
Y

εdy = 〈ε〉 (2)

ここで，ミクロひずみ ε は，ユニットセル内のミクロ
な変位場 w(x, y)より，次式のように定義され，

ε = ∇sym
y w (3)
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Fig. 1 Traction force vector t of a unit cell and macro-

stress vector t̃ in 2D

また，ミクロ変位場 wは次式のようにマクロひずみに
比例して線形分布する項 Ey（線形変位場）と非均質性
に起因して生ずる線形分布からのずれを表す擾乱項 u∗

に分解できるものとする．

w = Ey + u∗ (4)

ただし，この擾乱変位 u∗ には，次式のようにユニット
セル境界上 ∂Y で周期的であるという拘束条件を課す.

u∗|∂Y[k] = u∗|∂Y[−k] , for k = 1, 2, 3 on ∂Y [k] (5)

ここで，∂Y [k] は二次元問題では Fig.1，三次元問題では
Fig.2に示すようにユニットセルが矩形でその境界面が
座標軸と平行に定義されていると仮定した場合に，正
規直交基底ベクトル ek が法線ベクトルとなるような境
界領域を意味する．
また，この擾乱変位 u∗ の周期性より，実変位につい

ても次式のような対となる境界面間の相対変位に関す
る拘束条件式が得られる．

w[k] − w[−k] = EL[k] (6)

ここで，簡単のため w[k] := w|∂Y[k] とおいた．また，L[k]

は，矩形ユニットセルの ek 軸方向において対となる境
界面上の物質点を結合するための境界辺ベクトルと呼
ばれ，以下のように定義される．

L[k] := y|∂Y[k] − y|∂Y[k−1] (7)

また，ユニットセルのもう一つの周期境界条件とし
て，単位ベクトル nを有する境界面上のミクロ表面応
力ベクトル t[n] = σnはユニットセルの対となる境界面
において反対称性が課せられる．

t[k] + t[−k] = 0 (8)

ここでも簡単のため t[±k] := t[±ek] とおいた．この周期境
界上のミクロ表面応力ベクトル t をユニットセル境界
で積分し，平均化すると次式のようなマクロの表面応
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Fig. 2 Concept of external material points having de-

grees of freedom for relative displacement vector and the

corresponding reaction force at an external material point

in 3D

力ベクトル t̃ とすることができる（ここでは，図が煩
雑となるため三次元問題の図は省略し，二次元問題を
表す Fig.1を参照されたい）．

t̃[k] = Σ · ek

=
1
|∂Y [k]|

∫
∂Y[k]

σ · ekdy =
1
|∂Y [k]|

∫
∂Y[k]

t[k]dy (9)

以上に述べた式にミクロスケールの平衡方程式とミ
クロ材料の構成則を加えた式により，ユニットセルに
対するミクロ境界値問題が定義できる．これらを再び
整理して書き下すと以下のようになる．

∇y · σ = 0

σ = C : ε

ε = ∇sym
y w

Σ = 〈σ〉


in Y (10)

t̃[k] =
1
|∂Y [k]|

∫
∂Y[k]

t[k]dy

w[k] − w[−k] = EL[k]

 on ∂Y [k] (11)

ここで，Cはミクロ構造内に分布する材料の線形弾性
係数である．

2.3 外部節点を用いたミクロ問題の境界条件 こ
こでは，Teradaら (19) およびWatanabeら (20) に従い，前

述のミクロ境界値問題の境界条件に対し，外部節点と
いう概念を取り入れて定式化したものを紹介する．ま
ず，ユニットセルの周期境界における相対変位に関す
る拘束条件式 (6)を以下のように書き表す．

w[k] − w[−k] = q[k] (12)

ここで，
q[k] = EL[k] (13)

は，対となる周期境界面における相対変位ベクトルを
意味する．また，三次元問題を対象とし直方体のミク
ロ構造の各辺が座標軸に平行な場合，境界辺ベクトル
L[k] は以下のように表せる．

L[1] =


l[1]

0

0

 , L[2] =


0

l[2]

0

 , L[3] =


0

0

l[3]

 (14)

ここで，l[1]～l[3]はぞれぞれ e1～e3軸に平行な矩形ユニッ
トセル境界辺の長さを指し，それぞれ Fig.2の中の Y [1]

～Y [3] に相当する．
文献 (18)～(20) では，Fig.2に示すようにユニットセル

周期境界面 ∂Y [k] ごとに任意の物質点をユニットセル領
域外の各境界面法線方向に一つずつ設け，その各物質
点にそれぞれ e1～e3 軸に平行に三自由度を与える，外
部節点なるものを定義し，更にその外部節点の節点自
由度に，相対変位ベクトル q[k]の成分を割り当てた．つ
まり，式 (12)は対なる周期境界面上の二点の実変位ベ
クトルから計算される相対変位量を制御する拘束条件
式である．したがって，数値材料試験においてユニッ
トセルにマクロひずみ Eの任意の成分を与えるために
は，式 (13)からわかるように結果としてこの外部節点
の相対変位成分 q[k]

i を制御すればよいことになる．
いま，式 (12) の変位成分 q[k]

i を既知として与えた場
合，それは相対変位 w[k]

i − w[−k]
i を与えたことに他なら

ず，境界 ∂Y [k] 上のミクロ表面応力ベクトル t[k]
i はその

境界全域で未知数となる．また，それによる境界 ∂Y [k]

上での平均値であるマクロ表面応力ベクトル t̃[k]
i も未

知数となる．
しかしながら，既知の相対変位成分 q[k]

i に対応する
外部節点の反力を R[k]

i と表せば，それはミクロ応力ベ
クトル t[k]

i をその境界で面積分したもの，すなわち

R[k] =

∫
∂Y[k]

t[k]dy (15)

に他ならない．したがって，式 (9)の関係より，外部節
点の反力式 (15) をユニットセル境界面積 |∂Y [k]| で除し
たものが未知のマクロ応力成分 Σik となることから次
式が成立する．

Σik = t̃[k]
i =

R[k]
i

|∂Y [k]| (16)

ここで，Fig.3に示すようにユニットセルに 6方向のマ
クロひずみ E(11),E(22),..., E(31)を個別に与えて，それぞれ



に数値材料試験を実施すれば，マクロ材料剛性 CH を
以下のように求めることができる．

CH
pqrs = Σ

(rs)
pq (17)

式 (16)，(17) を実際の数値計算を意図してそれぞれ行
列形式で書くと以下のとおりとなる．

Σ11

Σ22

Σ33

Σ12

Σ23

Σ13


=



t̃[1]
1

t̃[2]
2

t̃[3]
3

t̃[1]
2 = t̃[2]

1

t̃[2]
3 = t̃[3]

2

t̃[3]
1 = t̃[1]

3


(18)

CH =



CH
11 CH

12 CH
13 CH

14 CH
15 CH

16

CH
12 CH

22 CH
23 CH

24 CH
25 CH

26

CH
13 CH

23 CH
33 CH

34 CH
35 CH

36

CH
14 CH

24 CH
34 CH

44 CH
45 CH

46

CH
15 CH

25 CH
35 CH

45 CH
55 CH

56

CH
16 CH

26 CH
36 CH

46 CH
56 CH

66


(19)

=



Σ
(11)
11 Σ

(22)
11 Σ

(33)
11 Σ

(12)
11 Σ

(23)
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(31)
11
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(22)
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(33)
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(12)
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(23)
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(31)
22

Σ
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(22)
33 Σ

(33)
33 Σ

(12)
33 Σ

(23)
33 Σ

(31)
33

Σ
(11)
12 Σ

(22)
12 Σ

(33)
12 Σ

(12)
12 Σ

(23)
12 Σ

(31)
12

Σ
(11)
23 Σ

(22)
23 Σ

(33)
23 Σ

(12)
23 Σ

(23)
23 Σ

(31)
23

Σ
(11)
31 Σ

(22)
31 Σ

(33)
31 Σ

(12)
31 Σ

(23)
31 Σ

(31)
31


(20)

この数値材料試験で得られたマクロ材料剛性 CH を
用いれば，マクロ境界値問題を解くことが可能となる．
これは，新たに導入した外部節点という架空の節点の
自由度に，対なる周期境界面の相対変位量を与え，そ
の外部節点の節点自由度を含めたミクロ境界値問題を
解くと，その節点自由度（相対変位）に対して反力に
値するもの R（応答値）を周期境界面積で除したもの
が陰的にはマクロの表面力ベクトル t̃ であり，それを
直接用いることでマクロ解析に必要なマクロの材料応
答を得ることができることを意味している．すなわち，
（材料を選ばずとも）ミクロ境界値問題さえ解くこと
ができ，適切なマクロ構成則を導入できれば，数値材
料試験で得られた応答値からマクロの材料物性値を導
出することは可能である．このことは，非線形特性を
有する材料であっても同様の枠組みでマクロの材料物
性値を推定・同定することが可能であることを意味し
ている．

3. 設計変数の定義およびミクロ材料モ
デル

3.1 設計変数の定義 本節では，最適化のための
設計変数を定義した後，複合材料のミクロ材料モデル
について記述する．本研究で扱う材料は，Fig.4(左上)に
示すとおり，ミクロ領域において異なる固体二種で構
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Fig. 3 Original and deformed homogenized bodies of

unit cells and its relation between macro-strain E

成された二層複合材料で，空隙を含まない理想的な線
形弾性体とする．本研究では有限要素法を用いてミク
ロ境界値問題を解くことを前提とし，ここではユニッ
トセル内の各有限要素における構成材料体積比

si =
ri

r0
(21)

を設計変数として定義した．ここで，si は設計変数を
意味し，一般的なトポロジー最適化の場合と同様に
0 ≤ si ≤ 1 の間で連続的に変化する関数として定義す
る．添え字 i (= 1, .., nele)は，i番目の有限要素を意味し，
また，nele はユニットセル内の要素の数である．二次元
問題であれば，r0と riはそれぞれ Fig.4(左下)に示す，ユ
ニットセル内の任意要素の高さおよび phase-2材料の高
さというように図化できる．三次元問題の場合は，そ
の図化は困難であるが等方性材料の材料体積比を表す
ものであることに変わりはない．これにより，各要素
は si = 0の場合，phase–1がその要素を占め，逆に si = 1

のときは，phase–2がそれを占用する．また，0 < s < 1

の場合は二つの層の混合物であると考える．
3.2 ミクロ材料モデル 本研究で用いるミクロ材



microstructure

    (unit cell)

i

i

Fig. 4 Concept of two-phase material optimization

料モデルは，等方性の線形材料を仮定した多層材料モ
デル (22)～(23) を用いた．多層材料モデルは，単一の多
孔質材料に広く用いられる SIMP 法 (24) (Solid Isotropic

Microstructure with Penalization of intermediate densities) の
概念を複合材料に拡張したものである．
線形弾性モデルの場合，文献 (22)～(23) に準じて，以

下のような等価弾性係数として定義する．

C = (1 − sη)C1 + sηC2 (22)

ここで，C は線形弾性域における材料剛性であり，式
(10)のそれと同一のものである．この式から明らかな
ように材料剛性係数 Cは設計変数 sに陽的に依存する
ものであることがわかる．また，C1 および C2 はそれ
ぞれ phase–1および phase–2固有の材料弾性剛性で既知
であり，最適化途中も変化しない．なお，ηは式 (22)で
示される内挿関数のべき乗数であり，物理的な意味は
持たない．
ところで，このような材料モデルを用いて得られる

トポロジーは等方性の材料応答に限定した条件下での
最適化結果であって，真に最適なトポロジーを得るに
は不十分なモデルといえる．これを改善するためには，
個々のミクロ材料においてさらに小さなスケールのユ
ニットセルを設け，均質化法によってその異方性の材料
応答を加味するなどの方法も考えられるが，これは 3

スケールのマルチスケール解析となるため問題がさら
に複雑化してしまう．そのため，本研究ではミクロ構
造の各々の材料については簡単のため等方性を仮定し
ている．ただし，これによって得られるマクロ材料剛
性 CH は異方性を示すことに留意されたい．

4. 最適化問題の設定
最適化問題の目的関数を f (s)，制約条件を与える等

式制約関数を h (s) と表す．s は，設計変数 si を列に並
べたもの，すなわち設計変数ベクトルを意味する．本
研究における目的関数はマクロ構造の剛性であり，こ
の最大化問題はコンプライアンス最小化問題と等価で
あるとして以下のような定式化を行った．制約条件に
ついてはユニットセル内にある phase-2の体積はユニッ
トセル全体で最適化計算中でも変化しないという等式
制約条件を与えた．本最適化問題では，二種類の材料

: design variabless Start

Initialize FEM

Numerical material tests (NMTs) 

FE analysis of macro-structure

six

Sensitivity analysis 

Optimization

End

converged?

 

 

  

  

Eqs. (28) and (32)

1 6
ˆ ˆ,...,w w

Fig. 5 Flowchart of optimization procedure for the pro-

posed method

しか存在しないものと設定しているため，phase-1の体
積も同時にユニットセル全体で変化しないことを意味
し，更には構造全体で一つのユニットセルを共有する
ため，マクロ構造全体でも個々の材料の体積は変化し
ないことは自明である．以下に加藤ら (16) に倣い，行
列形式で表記した最適化問題を記す．

min f (s) = FT d (23)

h (s) =
∫
Y

si dY − V̂ = 0 (24)

sL ≤ si ≤ sU i = 1, ..., ns (25)

ここで，Fおよび dはそれぞれマクロ構造全体系の
外力ベクトルと節点変位ベクトルである．また，sL お
よび sU は設計変数の下限と上限値，ns は設計変数の
数でここではユニットセル内の有限要素の数 nele と一
致する．V̂ についてはユニットセル内における所与の
phase–2材料の総体積である．
本研究では勾配法による最適化アルゴリズムを用い

るため，二変数境界値問題を解いた後に目的関数と制
約関数の設計変数 si に関する感度 ∂ f /∂si，∂h/∂si を求
める必要がある．ここで得られた感度を最適化アルゴ
リズム（OC法）へ組み込み，その時点での最適解を求



め，その解が収束するまで繰り返し計算を行う．なお，
OC法の詳細については文献 (21)を参照されたい．また，
参考までに Fig.5に本手法の解析手順を示しておく．

5. 感度の導出
5.1 目的関数の感度 目的関数の設計変数 siに対

する感度については文献 (16) に従い，以下の随伴法に
よる感度の導出式を用いた．まずは，目的関数 f を離
散化されたつり合い方程式 Kd = F（Kはマクロ構造の
全体剛性マトリックス）を制約条件とする等価な目的
関数 f̄ に置き換える．

f̄ (s) = dT Kd − d̃T (Kd − F) (26)

ここで，d̃ は随伴ベクトルである．次に上式を設計変
数 si で微分して整理すると次式のようになる．

∂ f̄
∂si
=

 dT K︸︷︷︸
FT

−d̃T K

 ∂d∂si
− d̃T ∂K

∂si
d (27)

なお，随伴ベクトル d̃ は任意であるため，設計変数 si

には依存しない．またこの式で，陽的に求めることが
できない項は変位に関する微分項 ∂d/∂si である．ここ
で，右辺第一項の括弧内がゼロとなるように随伴ベク
トル d̃ を d̃ = d とおけばその陰的微分項が消失し，式
(27)を改めて整理すると式 (28)のような陽的な式に帰
着する．さらにこの被積分関数を明示的に表すと，式
(29)のようになる．

∂ f̄
∂si

(
=
∂ f
∂si

)
= −dT ∂K

∂si
d (28)

= −
∫
Ω

E :
∂CH

∂si
: EdΩ (29)

ここで，Eはマクロ境界値問題を解くことで得られる
マクロひずみであり，数値材料試験で与えるマクロひ
ずみ E(pq) とは区別していることに注意されたい．した
がって，目的関数の感度は，マクロ材料剛性の微分項
∂CH/∂si さえ計算できれば容易に求めることができる．
次項ではそのマクロ材料剛性の感度の導出方法につい
て詳述する．

5.2 マクロ材料剛性の解析的感度の導出 本項で
はマクロ材料剛性の設計変数に対する感度 ∂CH/∂si の
導出方法について詳述する．既往の研究 (16) では，感
度 ∂CH/∂si を解析的に求めることはやや難解であるた
め，∆CH/∆si ≈ ∂CH/∂si というように部分的に差分近似
を用いて数値的に妥当な感度を求める準解析的手法が
提案されている．しかし，この準解析的手法は対象と
する最適化問題によっては数値計算量が膨大となるこ
とが難点である．本研究では三次元問題を対象とする
ことからユニットセルの有限要素の数ならびに数値材
料試験において変形を与える方向が 6方向（二次元問
題では 3方向）に増加するため，差分近似による方法
では計算コストが大幅に増大し実用性に欠くことを事

前の調査で確認している．そこで，本研究ではマクロ
材料剛性の感度 ∂CH/∂si を解析的に導出する方法の確
立を目指す．
まず最初に，式 (17) を式 (1) に基づき以下のように

展開する．

CH
pqrs = Σ

(rs)
pq =

1
|Y |

∫
Y

σpq

(
ε(rs)

)
dy

=
1
|Y |

∫
Y

σ
(
ε(rs)

)
: E(pq) dy

=
1
|Y |

∫
Y

C : ε(rs) :
(
ε(pq) − ε∗(pq)

)
dy

=
1
|Y |

∫
Y

C : ε(pq) : ε(rs) dy (30)

ここで，ε∗ は擾乱ひずみで ε∗ = ∇sym
y u∗ で表せる.

上式一行目の被積分項は rs成分の方向に変形を受け
た状態下におけるミクロ応力テンソル σ の pq 成分で
あることを意味し，二行目の変換ではそのミクロ応力
テンソルの pq成分 σpq は，ミクロ応力テンソル σと既
知のマクロひずみテンソル E(pq)（Fig.3参照）との内積
を計算すると結果的に等価となる自明の関係を利用し
たものである．三行目の変換では，まずミクロ応力テ
ンソル σを構成式で，またマクロひずみテンソルをひ
ずみの関係式 ε(pq) = E(pq) + ε∗(pq) でそれぞれ置き換えた
ものである．最終行は，ミクロ平衡方程式 (10)の弱形
式である式 (37) を用いて ε∗ の項を消去したものであ
る．具体的には，式 (37) の仮想擾乱ひずみ δε∗ は周期
境界条件を満たす任意のひずみをとることができるた
め，式 (37)において δε∗ ≡ ε∗ と置き換えても式の一般
性を失わない．そのため，式 (37)は次のように表すこ
とができ，さらにわかりやすくするために第一等式で
はミクロ応力テンソルを構成式で置き換え，第二等式
では順番を並び替えて表示した．∫

Y

ε∗ : σ dy =
∫
Y

ε∗ : C : ε dy =
∫
Y

C : ε : ε∗ dy = 0 (31)

上式を (30)の三行目に代入すると，ε∗(pq) の項が消え，
式 (30)の最終行が導かれることがわかる．なお，式 (31)

では簡単のためひずみテンソルのインデックスを省略
しているがこれについて満足することは明らかである．
次に式 (30)の設計変数 si に関する微分をとると次式

が得られる．

∂CH
pqrs

∂si
=

1
|Y |

∫
Y

∂C

∂si
: ε(pq) : ε(rs) dy

+
1
|Y |

∫
Y

C :
∂ε(pq)

∂si
: ε(rs) dy

+
1
|Y |

∫
Y

C : ε(pq) :
∂ε(rs)

∂si
dy



=
1
|Y |

∫
Y

∂C

∂si
: ε(pq) : ε(rs) dy

+
1
|Y |

∫
Y

C :
∂ε∗(pq)

∂si
: ε(rs) dy

+
1
|Y |

∫
Y

C : ε(pq) :
∂ε∗(rs)

∂si
dy (32)

上式では所与のマクロひずみテンソル Eは設計変数
si に依存しないことを利用した．ここで，擾乱ひずみ
ε∗を設計変数で微分した項 ∂ε∗/∂siについては周期境界
条件を満たすことから，式 (30)の誘導で行った操作と
同様に，今度は式 (37)の仮想ひずみ δε∗ を ∂ε∗/∂si で置
き換え，それを式 (32)に代入すると式 (32)の第二，第
三項が消え，その結果以下の式に帰着する．

∂CH
pqrs

∂si
=

1
|Y |

∫
Y

∂C

∂si
: ε(pq) : ε(rs) dy (33)

この式が本研究で提案するマクロ材料剛性テンソルの
解析的感度である．最後に，プログラムへの実装を考
慮して上式を行列表記で書き下す．ここでは，式 (22)

および式 (40)の関係を用いて以下のように書くことで
きる．

∂CH
αβ

∂si
=

1
|Y |

∫
Y

ŵe
α

T BT ∂C

∂si
Bŵe

β dy (34)

with
∂C

∂si
= ηsη−1

i (C2 − C1) (35)

ここで，ŵe はユニットセルの要素節点変位ベクトルを
指し，数値材料試験を行った結果得られるものである
（付録参照）．なお，ŵe の下添字 α, β (α, β = 1, ..., 6)はそ
れぞれを方向成分 (11), (22), (33), (12), (23), (31) に該当
する．よって，∂CH

αβ/∂si の各成分の値を算出するために
は，数値材料試験を行う過程で，所与の 6方向のひず
みを個別に与え，その結果計算される要素節点変位ベ
クトル ŵ1, ŵ2 ,..., ŵ6（もしくは縮約された節点変位ベク
トル w̃1, w̃2 ,..., w̃6）をその都度保存しておき，そのベク
トルを順に掛け合わせることで容易に計算できること
になる．

5.3 マクロ材料剛性の解析的感度の精度検証 本
項では，前項で提案したマクロ材料剛性の設計変数に
対する解析的感度 ∂CH/∂siの精度検証を行う．検証にあ
たっては，既往の研究 (16) で用いられた有限差分近似
による感度導出法と比較する．
検証に用いるユニットセルの形状は立方体で，一辺

の長さを正規化して単位長さとした．また，用いた有
限要素は 8節点六面体要素で要素数は 64（4× 4× 4）
とした．二種類の構成材料の材料定数を表 1に与える．
また，式 (22)で示したべき乗数 ηは η = 5を採用した．
最適化前の初期状態ではいずれの有限要素にも phase–1

と phase–2がそれぞれ 50%ずつ含まれるものとしたた
め，設計変数の初期値はすべての要素で si = 0.5 であ

Table 1 Material data

Young’s moduls (N/mm2) Poisson’s ratio

phase–1 　 10 0.3

phase–2　 10000 0.3

る．以上の条件下で計算された感度の精度検証結果と
して全 36成分を表 2に記した．両者の感度の誤差につ
いては，次式を用いて計算した．

Errors(%) =
|∂CH/∂si − ∆CH/∆si|

|∆CH/∆si|
× 100 (36)

なお，有限差分近似の差分量は，∆si = 1.0× 10−7 として
設定した．ここで，表 2において，有限差分近似と解
析的感度の誤差をみると概ね 0.1%程度であり，提案し
た解析的感度の導出法の確からしさが確認できた．な
お，誤差を計算していない成分については，行列の中
で理論的にゼロとなるべき成分である．これらは，数
値解析上避けられない数値エラーとして生じたもので
あるが，いずれも極めてゼロに近い感度となっており，
妥当な計算結果であるといえる．
また，本検証例ではどの要素にも同じ設計変数値を

与えているため，材料はユニットセル内において一様
に分布している．そのため，そのマクロ材料剛性 CH は
等方性の条件を満たす必要がある．しかし，詳しくみ
ると，有限差分近似については，例えば (1, 1), (2, 2), (3,

3)成分の値に僅かではあるが差異が生じており，等方
性の材料剛性を厳密に表現できているとはいえない．
この差異は，有限差分近似に伴う避けることのできな
い数値誤差である．一方，解析的感度について言えば，
例えば (1, 1), (2, 2), (3, 3)成分や (4, 4), (5, 5), (6, 6)成分の
値が完全に一致しており，等方性の条件を完璧に満た
しているといえる．なお，本論文では省略したが，要
素ごとに異なる設計変数を与えた場合についても感度
の検証を実施しており，その場合も同様の結果が得ら
れている．
以上より，提案した解析的感度は正しく導出されて

おり，またその精度の高さも確認できたといえる．な
お，特筆すべきことは解析的感度を導入したことによ
る計算コストの大幅な削減である．有限差分近似では，
ひとつの設計変数 si に対する感度 ∆CH/∆si を計算する
のに，6回（6方向成分）の数値材料試験を実施するこ
とになり，これを全設計変数の数（=ユニットセル内の
有限要素数），つまり nele 回分行うので，合計で有限要
素数 ×6回もの数値材料試験を実施する必要がある．一
方，提案した解析的感度法では，（感度解析を開始する
前の）マクロ材料剛性 CH を求める際に実施する 6回の
数値材料試験において，それぞれの節点変位ベクトル
ŵを保存しておけば感度解析用として新たに数値材料
試験を行う必要はなく，これが感度解析にかかる計算
コストの大幅な削減を可能にしたといえる．



Table 2 Accuracy of sensitivities of the proposed ana-

lytical approach

Finite difference approach Analytical approach (proposed) Errors(%)

(α, β) ∆CH/∆si ∂CH/∂si

(1,1) 65.73017723 65.6644381 0.100013612

(2,1) 28.17007096 28.14190204 0.099995902

(3,1) 28.17007068 28.14190204 0.099994894

(4,1) -1.33E-07 -6.63E-16 -

(5,1) -9.77E-08 1.50E-16 -

(6,1) 4.44E-08 6.03E-16 -

(1,2) 28.17007068 28.14190204 0.099994894

(2,2) 65.73017609 65.6644381 0.100011885

(3,2) 28.17007068 28.14190204 0.099994894

(4,2) -9.77E-08 -7.50E-16 -

(5,2) -1.69E-07 1.67E-16 -

(6,2) -8.88E-09 3.26E-16 -

(1,3) 28.17007039 28.14190204 0.099993886

(2,3) 28.17007011 28.14190204 0.099992878

(3,3) 65.73017438 65.6644381 0.100009293

(4,3) -2.22E-08 -2.47E-16 -

(5,3) -1.33E-08 2.81E-16 -

(6,3) -1.15E-07 5.33E-16 -

(1,4) -8.44E-08 -6.63E-16 -

(2,4) 5.33E-07 -7.50E-16 -

(3,4) 5.28E-09 -2.47E-16 -

(4,4) 18.78005001 18.76126803 0.100010265

(5,4) -1.49E-07 8.14E-17 -

(6,4) -1.21E-08 1.13E-16 -

(1,5) 1.24E-07 1.50E-16 -

(2,5) -4.24E-07 1.67E-16 -

(3,5) 1.42E-07 2.81E-16 -

(4,5) -1.78E-08 8.14E-17 -

(5,5) 18.78005001 18.76126803 0.100010265

(6,5) -8.22E-08 -1.91E-16 -

(1,6) 1.47E-07 6.03E-16 -

(2,6) -3.37E-08 3.26E-16 -

(3,6) 1.27E-06 5.33E-16 -

(4,6) -7.11E-08 1.13E-16 -

(5,6) -1.38E-08 -1.91E-16 -

(6,6) 18.78004972 18.76126803 0.100008753

6. 最適化計算例による本手法の妥当性
の検証

6.1 解析条件
本節では，三次元のミクロ構造トポロジー最適化手

法による計算例を紹介し，その結果から本手法が「マ
クロ構造の力学的挙動」を適切に評価した最適なミク
ロ構造トポロジーが得られるかを検証する．本計算例
ではそのモデルの違いから計算例を二つに大別して紹
介する．一つ目は，マクロ構造を 8節点六面体一要素
で構成した場合の計算例である．ここでは，マクロ構
造に複雑な構造モデルを採用すると得られた最適化結
果の評価が困難となるため，敢えて八節点六面体一要
素で構成された単純なマクロ構造モデルを採用し，そ
の評価をしやすくした．二つ目は，より現実的な例と
してマクロ構造の要素数を増やした場合の最適化計算
例である．ここでは，一端が完全固定された直方体構
造に三種類の異なる荷重を作用させた場合に得られた
結果について考察する．
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Fig. 6 Case–I: conceptual diagrams of uniform shear

deformation in the direction of x1x2 of macro-structure

(upper) and the optimized topology of micro-structure

shown by unit cell and its patch (lower)

計算に用いたユニットセルの形状は立方体とし，一
辺の長さは正規化して単位長さとした．有限要素は 8

節点六面体要素で，1000 (10× 10× 10)要素でユニット
セルを構成している．また，ミクロ構造における材料
は二種類（二層複合材料）とし，空隙は存在しないも
のと仮定した．phase–2（黒）の材料剛性は phase–1（白）
のそれよりも大きいものとして設定し，その材料定数
を表 1に記す．式 (22)で示したべき乗数 ηについては，
最適化計算の収束速度を早めるためにやや大きい値の
η = 5 を採用した．なお，「空隙とひとつの固体材料か
らなる多孔質材料」の線形弾性モデルに限って言えば，
三次元モデルでポアソン比 1/3 のとき η ≥ 3 を採用す
れば簡便的ではあるものの物理的に許容できることが
文献 (27) で示されており，一般には η = 3が広く用いら
れている．しかし，「空隙のない複数の固体からなる複
合材料」に関しては，異種材料間の界面における複雑
な挙動を考慮する必要があり，著者らの知見では上記
のような簡便法で材料の物理的な意味を保証しうるべ
き乗数を決定することは不可能であると考える．その
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ため，本研究では文献 (27) によるべき乗数の設定方法
を参考としつつも，最適化計算の収束速度を早めるこ
とに重点を置くこととした．もちろん，初期値依存性
の問題があるため，これによって最適解が若干異なる
が，η = 3および 4を用いた場合と比較しても結果にほ
とんど影響がないことを事前に確認している．
最適化前の初期状態では，ユニットセル全体に phase–

1と phase–2がそれぞれ 50%ずつ含まれるものとした．
ただし，要素毎に与える設計変数の初期値に限っては，
si = 0.5 を平均値としつつ，僅かな偏差（±0.001）をラ
ンダムに発生させて要素毎の初期値に差異を与えた．
これは，全要素に同じ値の設計変数を与えるとユニッ
トセルは完全な一様変形となり，どの設計変数に対し
ても同じ感度が得られる（感度の差が生じない）状態
に陥り，結果的に最適化計算が実行できなくなる状態
を回避するためである．
なお，前述のとおりユニットセルに含まれる材料の

総体積は最適化計算中も変化しないように設定してい
る．以下の計算例では，いずれも同じユニットセルを
用いて最適化を行った．
また，本研究では最適化計算後のトポロジーがいわ

ゆるチェッカーボード材料配置へ停留することを避け
るためにメッシュ非依存型フィルタリング法 (25, 26) を採
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Fig. 9 Case–II: conceptual diagrams of uniform shear
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structure (upper) and the optimized topology of micro-
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用した. なお，この検証にあたってはいずれの最適化例
も「一意に最適解が求まらない問題」であることに注
意されたい．ここで，「一意に最適解が求まらない」と
は，数学上同じ目的関数値を与える最適解が複数存在
することを意味する (17)．
また，このトポロジー最適化手法については設計変

数に対する初期値依存性があるため，異なる偏差量を
与えた場合には当然ながら異なるトポロジーが得られ
る．しかし，著者らの経験では，偏差量が ±0.001程度
の小さなものであれば大抵はフィルターによって同様の
トポロジーへ帰着することを確認している．一方，あ
る程度大きい偏差量を用いた場合は異なるトポロジー
が得られることもあるが，上述のとおりそもそも一意
に最適解が求まらない問題であるため，得られた結果
も最適解のひとつであるといえる．

6.2 1要素の単純なマクロ構造の場合
ここでは，一辺 100mmの八節点六面体一要素でモデ

ル化したマクロ構造に単純せん断変形を与えた場合の
最適化計算例を示し，本手法の妥当性を検証する．マ



0 100 200 300

0.0002

0.0004

0.0006

0

100%

7.4%

 Objective value

 Optimization steps 

Fig. 10 History of objective value (case-II)

0 0.0001
0

1
step 0step 27step 28step 29step 30

Load (N)

Displacement (mm)

optimized

under optimization

Fig. 11 History of load–displacement diagram (case-II)

クロ構造は，x1 x2 方向に単純せん断変形を与えた場合
(case-I:Fig.6上)と x1 x2 方向と x1 x3 方向の斜め方向に単
純せん断変形を与えた場合 (case-II:Fig.9上)の二つを用
意した．

Fig.6（上）のモデルを用いて解析を行った結果，Fig.6

（下）のような二つの材料が y3 方向に分離したミクロ
構造のトポロジーが得られた．得られたトポロジーは，
せん断応力のみならず，y1 方向の拘束によって生じる
y1 方向（水平）軸力に対しても同時に抵抗するような
トポロジーであり，力学的に理にかなうミクロ構造が
得られたことを示すものである．また，加藤ら (17)が同
様の単純せん断変形問題を二次元で実施しているが，
そこでは phase-2 の材料がせん断変形に抵抗するよう
に斜め 45°に配置された最適化トポロジーが得られて
いる．これらを吟味すると，いくつかの変形モードに
対して同時に抵抗するような合理的なトポロジーは，
三次元問題とすることではじめて得られる最適化構造
であるといえる．
また，この最適化計算による目的関数値の変化と荷

重–変位曲線の変化をそれぞれ Fig.7, 8に示した．これ
らより，本最適化計算によって目的関数値（コンプラ
イアンス）が初期構造から約 94%減少し，剛性が著し
く増加していることが確認できた．
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Fig. 12 Macro-structure models

次に Fig.9（上）のマクロ構造モデルを用いた場合に
得られた最適化トポロジーを Fig.9（下）に示す．得ら
れた結果をみると，Fig.6で得られたトポロジーを斜め
45°方向に傾けたトポロジーとなっており，本モデルの
せん断変形の方向に合致する期待通りのものが得られ
たといえる．また，Fig.10 の目的関数値の変化および
Fig.11に示す荷重–変位曲線の変化から，目的関数値が
著しく減少し，剛性が高まっている様子がわかる．
以上の計算例より，本手法は単純なマクロ構造の挙

動に対して力学上合理的なトポロジーを決定できるも
のであることが確認できた．

6.3 一端固定されたマクロ構造の場合 本計算例
では，Fig.12に示す一端固定されたマクロ構造に三種類
の異なる等分布荷重を与えた場合に得られる最適化ミ
クロ構造を比較しながら，本手法の妥当性を検証する．
マクロ構造の寸法は，構造長 200mm，構造高 100mm，
構造幅 100mmとした．荷重の分布については，case1で
は 400kN/m2 の等分布荷重を上面に作用させ，case2で
は 400kN/m2 の等分布荷重を上面と片側側面に作用さ
せている．case3 は，case2 の側面の等分布荷重の大き
さを四分の一の 100kN/m2 に縮小したものである．ユ
ニットセルはどのマクロ構造モデルにおいても前節と
同様の立方体モデルを用いた．

case1の最適化されたミクロ構造とマクロ構造の応力
図をそれぞれ Fig.13 (上)と Fig.14に示す．また，目的関
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数値の変化と荷重–変位曲線の変化をそれぞれ Fig.15，
Fig.16に示す．Fig.14から，曲げ変形によって構造付け
根の上下端部の Σ11 が卓越し，また，応力値は比較的
小さいものの Σ12 が広い範囲で作用していることがわ
かる．最適化されたミクロ構造をみると，前節で単純
せん断変形を与えたときとほぼ同様のトポロジーが得
られたが，ここでは, 曲げによる x1 方向の軸力と x1 x2

方向のせん断力の両方に抵抗できるトポロジーが得ら
れた．また，目的関数値であるコンプライアンスが約
93%減少し，剛性が著しく増加している様子が，Fig.15，
Fig.16から確認できる．しかし，この場合 Fig.9のよう
な明確な板状のトポロジーとは若干異なるものが得ら
れた．この理由として，このマクロ構造の変形が一様
変形のような単純な変形ではないこと，三次元構造と
したことで二次元問題に比べ設計自由度が増し，得ら
れる最適化トポロジーも多様になったこと，また，フィ
ルター半径の設定の影響などが考えられる．フィルター
半径の設定を緻密にうまく行えば，より整然としたト
ポロジーが得られるがそれはトライアルアンドエラー
の作業となるためここでは，一般的なフィルター設定
で計算した結果を示してる．これについては，case2と
case3についても同様である．
次に case2 の最適化されたミクロ構造とマクロ構造
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の応力図をそれぞれ Fig.13 (中)と Fig.17に示す．なお，
最適化による目的関数値の変化と荷重–変位曲線の変
化については，次の case3も含めて case1のそれと同様
の変化が得られており，ここでは誌面のスペースの関
係上，それらについては省略した．この場合，case1と
同様に Σ11 が卓越したことで y1 方向に連続するトポロ
ジーが得られ，また，同じ大きさの荷重を受ける二軸
作用によって y2 方向と y3 方向にほぼ同じ厚みを有する
L字型の phase–2層が見られる．この結果は，マクロ構
造の応力分布を反映した合理的なミクロ構造であると
いえる．
最後に case3の最適化されたミクロ構造トポロジーお

よびマクロ構造の応力図をそれぞれ Fig.13 (下)，Fig.18

に示す．この場合，x2 方向の鉛直荷重が x3 方向の側方
荷重よりも大きいことにより，Σ11 応力の分布が固定
端において x3 方向幅に広がっていることがわかる．そ
の結果，case3 で得られた最適化されたトポロジーと
case2のそれを比べてみると，鉛直方向に板状に分布す
る phase-2層の厚み（y3 方向幅）が大きくなり，水平方
向にあった板状の層の厚み（y2 方向幅）が減少したほ
か，y1 方向に不連続な棒状の材料分布となった．した
がって，この結果はマクロ構造の荷重の変化を適切に
反映したミクロ構造トポロジーであるといえる．これ
らの計算例より，本最適化手法はマクロ構造の力学的
挙動を忠実に反映した上で，ミクロ構造トポロジーを
最適化できるものであることが三次元構造モデルを用
いて確認された．
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7. 結論
本論文では，複合材料のマクロ構造の剛性を最大に

するためのマルチスケールトポロジー最適化法を三次
元構造問題に適用し，いくつかの最適化計算例を用い
てその適用可能性を検証した．この目的のために解析
的な感度の導出方法を提案することで，感度の精度を
高めるとともに計算コストを大幅に減少させることが
できた．特に，分離型マルチスケール解析手法をトポ
ロジー最適化に導入するという新しい枠組みでマクロ
構造の剛性最大化を意図した最適化手法を提案し，数
値計算例を用いて本手法の三次元構造問題への適用性
とその妥当性が検証された．
以下に本研究の主な成果を示す．

• 　提案した手法は，マクロ構造の力学的挙動を忠実
に反映し，そのミクロ構造のトポロジーを最適
化できる手法であることがいずれの最適化計算
例でも検証された．

• 　提案した解析的感度については，感度の精度が高
く，また感度解析における計算コストを大幅に
減少させるものであることが確認された．

• 　分離型マルチスケール解析法はミクロ－マクロ境
界値問題を同時に解く一体型のマルチスケール
解析法に比べて，理論体系が明快で計算コスト
も低く抑えることができるため，材料非線形問
題などの複雑なモデルに対して効果的な手法で



ある．よって，分離型マルチスケール解析の本来
の効果を考慮すると，本研究で提案した線形弾
性体を対象とした手法を非線形構造問題へ拡張
することが期待される．

付録：外部節点を導入したユニットセル
の有限要素解析
ここでは，外部節点を導入した場合のミクロ境界値

問題の解法について概説する．最初にミクロ境界値問
題の有限要素解析を行う準備として，ユニットセル領
域を有限要素メッシュで分割する．ミクロ境界値問題
(10)の第一式と反対称性の式 (8)を考慮すると，ミクロ
構造の仮想仕事式は以下のように定式化できる．∫

Y

δε∗ : σ dy =
∫
Y

∇sym
y δu

∗ : σ dy = 0 (37)

ここで，δu∗ と δε∗ はそれぞれ周期境界条件を満たす仮
想擾乱変位と仮想擾乱ひずみを示す．この仮想仕事式
(37)は，以下の有限要素近似の仮定のもと離散化する
ことができる．

w =

nnode∑
α=1

Nαŵe
α or w = Nŵe (38)

δw =

nnode∑
α=1

Nαδŵe
α or δw = Nδŵe (39)

ε =

nnode∑
α=1

Bαŵe
α or ε = Bŵe (40)

δε =

nnode∑
α=1

Bαδŵe
α or δε = Bŵe (41)

ここで，Nは形状関数，Bはいわゆる Bマトリックス，
ŵe はユニットセル中の一要素のミクロ節点変位ベク
トルを指す．これと同様にして δu∗ と δε∗ はそれぞれ
δu∗ = N

(
δd̂∗e

)
と δε∗ = B

(
δd̂∗e

)
のように離散化できる．

これらの式より，仮想仕事式 (37)を離散化した式は以
下のようになる．

nele∑
e=1

(
δd̂∗e

)T
∫
Ye

BTCBdy (ŵe) = 0 (42)

仮想擾乱変位 δd̂∗e は任意であることから，(37)の離散
化方程式は式 (42)をアセンブルすることで以下のよう
に表せる．

Kmŵ = 0 with Km =

nele∑
e=1

∫
Ye

BTCBdy (43)

ここで，Km はユニットセルにおける全体剛性マトリッ
クスで，ŵは全体のミクロ節点変位ベクトルを示す．現
段階では，式 (43)は周期境界条件式 (12)，(13)を含んで
おらず，前述のミクロ境界値問題を解くためには，こ
れらの周期境界条件を式 (43)へ挿入し，ŵの周期境界
上で一致する節点の自由度を qで置き換える必要があ
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Fig. 19 Pair of constrained points and relative displace-

ment vector

る．この目的のため，三自由度を持つ外部節点をユニッ
トセル領域の外部に三つ設け，式 (43)を三つの外部節
点の計九つの自由度を含む離散化方程式に拡張する．
ここで，この方程式を解くために次に述べる外部節点
の特別な扱いを行う．まず初めに，マクロひずみ Eの
すべての成分が既知データとして与えられると仮定す
る．式 (13)を用いると，三つの外部節点における相対
変位ベクトル q[k] の値が定まる．q[k]

i のすべての成分が
求まることで，式 (12)から周期境界上で一致する節点
の拘束式が得られ，拡張した離散方程式を解くことが
できる．この解法で，まず初めに以下のような変換行
列 Φを導入する．

w̃ = Φŵ (44)

Φ は ŵ を w̃ に変換する作用素であり，w̃ は，ŵ の一部
の成分を q[k] の成分で置き換えたミクロ節点変位ベク
トルである．例えば，q[1] についてのみ考えるとき，対
となる境界面 ∂Y [−1] と ∂Y [1] 上で一致する節点をそれぞ
れ (wa,wb,wc)，(wd,w f ,wg)とすると，これらの点は周期
境界条件によって拘束される (Fig.19参照)．よって，以
下のように ŵから w̃を得ることができる．

ŵ =
{
w1 w2, ...,wa wb wc, ...,wd we w f , ...,wN

}
and

w̃ =
{
w1 w2, ...,wa wb wc, ..., q

[1]
1 q[1]

2 q[1]
3 , ...,wN

}
with

wd − wa = q[1]
1 , we − wb = q[1]

2 and w f − wc = q[1]
3 (45)

ここで，Nは外部節点を除くユニットセル全ての自由度
数を指す．また，Fig.19より q[k](k = 1, 2, 3)は境界 ∂Y [−k]

と ∂Y [k]上で拘束される全ての節点を制御することがわ
かる．したがって，上記の例では境界 ∂Y [−1] と ∂Y [1] 上
の一節点の拘束しか考慮していないが，周期境界上の
他の節点についても同様に拘束条件を課し，ŵの自由
度を q[k]

i に置き換えていくことで最終的に w̃が求まる．
次に，式 (43)に式 (44)を挿入し，両辺に左から Φを

乗ずることで以下の式を得る．

K̃mw̃ = 0 with K̃m = ΦKmΦT (46)



この線形方程式は w̃の中の q[k] の配置に依存して縮約
することができ，これを解くことで w̃の未知成分が定
まる．また，上記のミクロの有限要素解析を行うこと
で，ミクロ節点変位ベクトル w̃だけでなく，ミクロひ
ずみ εやミクロ応力 σも求まるため，∂Y [k] 上の表面力
ベクトル t[k]が Cauchyの式 t[k] = σekより得られ，式 (15)

から反力 R[k] が求まる. さらに，マクロ応力 Σik は，式
(1)に示す数値積分を行わずとも，式 (16)を用いること
で反力から算出できる．したがって，マクロ材料剛性
CH が式 (17) で示すように６方向のマクロひずみに対
するマクロ応力 Σik を個別に計算することで得られる
ことがわかる．
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