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損傷変数を導入した結合力モデルによる多結晶金属の疲労き裂進展解析 ∗

An analysis of fatigue crack propagation in pollycrystalline metals
using cohesive zone model with damage variable
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The objective of this study is to develop a new cohesive zone model to simulate transgranular fatigue

crack propagation in polycrystalline meso-scale structures of metals. The proposed model is a combination

of the interatomic potential-based cohesive crack model, which is derived from the universal binding en-

ergy relation, and the thermodynamics-based damage model, which realizes the stiffness reduction of the

cohesive zone subjected to cyclic loading. To reflect the crystallographic slip behavior in cohesive cracking,

we employ the standard crystal plasticity model. After the mesh-size dependency is examined, material

parameters of the present model are determined with reference to a specific Paris law. Several representa-

tive numerical examples are presented to demonstrate the performance of the proposed model especially in

reproducing the transgranular crack propagation with nucleation of micro-cracks under constant amplitude

loading condition, and the delay of fatigue crack propagation caused by overloading.

Key Words: Cohesive Zone Model, Damage Model, Crack Propagation Analysis, Fatigue Fracture, Crys-

tal Plasticity Model

1. 緒　言

社会生活における安全性確保のため，原子力発電所

や長大橋などの大型構造物から電気・電子デバイスな

どの小型部品に至るまで，様々な構造物の長期耐久性

の予測は必須である．また，産業構造物の耐久性を正

確に予測できれば，メンテナンス時期や製品の市場投

入時期の目安となり，経済活動を効率的に行うことが

可能となる．長期耐久性寿命は繰り返し荷重に強く影

響されることが知られており，その過程の中で材料が

疲労し，破壊に至るケースが数多く報告されている．

疲労破壊は古くから多くの研究が行われてきたが，未

だにそのメカニズムは十分に解明されているとは言え

ず，疲労寿命の予測には Paris 則 (1) などの経験則が用

いられている．しかしながら，Paris則は小規模降伏条

件における一定振幅荷重下の疲労寿命を精度よく予測
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できるが (2, 3)，大規模塑性 (4, 5)，変動振幅荷重，き裂閉

口 (6)，微小き裂 (7)などに対しては適用限界が指摘され

ている．特に変動荷重下の疲労寿命は荷重履歴に依存

し，き裂閉口はき裂先端の鈍化によって挙動が変化す

ると言われている．また，微小き裂は結晶のすべり変

形が影響し，大規模塑性も含め，これらの問題はいず

れも塑性変形が大きく関わる．Paris則はその影響を無

視しているために，物理現象が十分に捉えられていな

いと考えられる．つまり，上述のような適用限界を克

服するには，塑性変形を考慮して破壊を評価する必要

がある．

連続体損傷モデル (8, 9) は，塑性変形に伴う微小ボイ

ドや微小き裂の発生と成長による力学特性の低下を表

現するために，損傷変数を材料モデルに導入している．

しかし，高サイクル疲労破壊のように巨視的には塑性

変形がほとんど生じない場合，このような損傷モデル

をそのまま適用することは難しい．そこで，Lemiatre(10)

は微視スケールにおける介在物により局所的な塑性変

形が発生すると考え，セルフコンシステント理論を用

いて微視スケールの塑性を考慮することで，連続体損



傷モデルを高サイクル疲労破壊に適用している．ただ

し，介在物について具体的な記述はなく，どのような

介在物を対象としているか定かではない．しかし，ミ

クロ構造の局所的な塑性変形が疲労破壊に影響してい

るのであれば，結晶粒界における局所的な応力集中や

結晶のすべり変形を考慮すべきである．そこで，本研

究では疲労破壊の基点となる結晶スケールの現象を考

慮するために，材料モデルとして結晶塑性モデルを採

用する．

一方，連続体損傷モデルでは，要素の剛性を減少，

消失させることでき裂進展に伴う新たなき裂面の形成

を表現する．そのため，疲労破壊ではしばしば問題と

なるき裂閉口時におけるき裂面同士の接触を厳密に評

価できない．また，質量保存が成り立たないことに加

えて，要素を非常に細かくしなくてはならず，計算コ

ストが膨大になる恐れがある．これに対して，破壊力

学を基礎とし，き裂形成に伴う材料内部の応力が解放

される過程をモデル化した結合力モデルはき裂進展解

析ではしばしば用いられている．結合力モデルはき裂

の発生箇所を予め想定する必要があるので，広範囲に

適用しなくてはならない．しかし，要素をそれほど細

分化する必要はないため，損傷モデルを用いるよりは

計算コストが大きくなることはない．また，き裂面を

幾何学的に厳密に表現できるため，き裂面の接触を正

確に考慮することが可能であり，質量保存も満足され

る．以上のことから，本研究では結晶塑性モデルに加

えて結合力モデルを用いることで，結晶スケールにお

けるき裂進展解析を行うことにする．

結合力モデルは幅広い分野において，多くのモデル

が提案されてきたが，それらの大半は現象論的なモデ

ルである．これに対して，Riceらによって提案された結

合力モデル (11)は，原子間の結合を表す一般化結合エネ

ルギーの関係（Universal Binding Energy Relation: UBER）
(12) に基づいた物理的な根拠のあるモデルである．こ

のモデルは Rice(11, 13),　 Needleman(14) や Ortizら (15) を

中心として改良が加えられ，単調引張荷重下の破壊問

題において現在もっともよく用いられるモデルの 1つ

となっている．その一方で，疲労破壊に結合力モデル

を用いた先駆的な研究として，Andresら (16) の負荷・除

荷過程の違いを考慮したモデルが挙げられる．このモ

デルは一定振幅荷重問題に対しては有効であるが，変

動振幅荷重問題に対しては結合力モデルにおける剛性

の低下を考慮していないために，モデルとして不十分

であることが指摘されている (17)．本来，材料に繰り返

し荷重が加わった場合には，内部に微小き裂やボイド

などが生じることで疲労破壊に至ることが知られてい

る．これによって材料の剛性が低下するので，結合力

モデルでは荷重の負荷・除荷過程に加えて，再負荷過

程における剛性の低下を考慮する必要がある．近年で

はこのような履歴依存型のモデルが盛んに研究されて

おり，Ngyuenら (18) は現象論的に剛性が低下するモデ

ルを提案している．これに対して，Bouvardら (19) は熱

力学に基づき損傷の発展則を結合力モデルに導入する

定式化を提案している．しかし，この損傷変数を導入

した結合力モデル自体が現象論的なモデルであり，原

子間の結合エネルギーのような物理的根拠がない．

そこで，本研究では，Riceらが提案した原子間の結

合関係に基づくモデルを拡張して，熱力学理論に基づ

き損傷の発展則を導入した新しい結合力モデルを提

案する．材料モデルには結晶スケールの現象を表現可

能な結晶塑性モデルを用いる．また，Ngyuenら (18) や

Bouvardら (19) は過大荷重に伴う疲労き裂解析を微小変

形問題として扱っている．しかし，過大荷重によりき裂

先端が鈍化することを踏まえると，微小変形を仮定し

ない方が適切であると考えられる (20) ので，本研究で

は有限変形問題とし，陰解法による収束計算に基づく

解析を実施する．まず，結合力モデルの定式化を示し

た後に，多結晶金属における疲労き裂進展解析を行っ

て，その性能を検証する．さらに，単調引張荷重下の

き裂進展問題，一定振幅荷重下の疲労き裂進展問題お

よび過大荷重載荷による疲労き裂進展の遅延効果につ

いて解析を行い，それぞれの結果を考察する．

2. 結合力モデル

2.1 第一原理に基づく結合力モデル 結合力モデ

ルは，1 つの連続体が 2 つないしは複数の連続体に分

離する過程において，新たな表面の形成に伴う材料内

部の応力が解放される過程をモデル化している．この

応力が解放される過程は，分離した 2つ面の垂直間距

離 δn に応じて，それらの面に働く結合力 σn によって

決まる．δn と σn の関係は結合力モデルの種類によって

異なるが，本研究では，Riceら (11)が提案した UBERに

基づくモデルを用いることとする．UBER は，多数の

原子に対する第一原理計算の結果から求められた，原

子の種類に依らない原子間の結合関係である (12)．これ

により，モデル化された結合ポテンシャル Ψと結合力

σn はそれぞれ次式のように表される．

Ψ = Aδn,c

[
1 −

(
1 +
δn

δn,c

)
exp

(
− δn

δn,c

)]
(1)

σn =
∂Ψ

∂δn
= A

(
δn

δn,c

)
exp

(
− δn

δn,c

)
(2)

ここで，Aは材料パラメータであり，δn,c は結合力が最

大となるときの δn である．この結合力の最大値は自然

対数 eの底を用いて次のように表現される．

σn,c = Ae−1 (3)

また，破壊に要するエネルギーは臨界エネルギー解放

率と等しく，式 (2)を積分し，

GIc =

∫ ∞

0
σndδn = Aδn,c = eσn,cδn,c (4)

となる．この結合力モデルは Fig.1のようになり，連続

体内部に作用している応力が臨界値 σn,c に達すると，

材料内部の応力が徐々に解放され，新たなき裂面が形



σ
n,c

σ

δ
nδ

n,c

G
Ic

Fig.1 Relationship between cohesive traction and sepa-

lation distance

成される．また，き裂先端は応力集中部と考えられる

ので，既往の研究 (19, 21) ではき裂面の結合力が σn,c に

達した箇所をき裂先端と定義しており，本研究でも同

様とする．

2.2 損傷モデルの導入 脆性破壊は粒内劈開で破

壊するのに対して，延性金属は介在物や第 2相粒子に

できたボイドが合体することで破壊に至る．また，疲

労破壊では結晶すべりに伴い，材料内部に微小き裂や

ボイドなどが発生し，成長することで破壊に至ること

が知られている (22)．しかし，Riceらの提案したモデル

は原子同士が分離することで破壊に至るへき開破壊を

対象としており，上述のように材料内部に生じた微小

き裂やボイドによる剛性の低下は考慮されていない．

そこで，本研究では材料内部が損傷することによる非

弾性挙動を表現するために，熱力学的な方法 (19) に基

づき損傷変数 Dを新たに導入する．したがって，Dは

材料内部におけるボイドや微小き裂を表現する変数で

ある．結合ポテンシャル Ψと結合力はそれぞれ次式で

表される．

Ψ = (1 − D)GIc

[
1 −

(
1 +
δn

δn,c

)
exp

(
− δn

δn,c

)]
(5)

σn =
∂Ψ

∂δn
= (1 − D)

GIc

δn,c

(
δ

δn,c

)
exp

(
− δ
δn,c

)
(6)

損傷変数と同伴な熱力学的力 Y は，物理的には損傷に

よる結合ポテンシャルの解放率を意味し，次式のよう

に表される．

Y = −∂Ψ
∂D
= GIc

[
1 −

(
1 +
δn

δn,c

)
exp

(
− δn

δn,c

)]
(7)

前述のように，疲労破壊に至る過程には結晶のすべり

変形に起因した損傷が進行するため，損傷変数の発展

方程式としては材料の塑性履歴が考慮されるべきであ

るが，本研究では簡単のため，Bouvardら (19) が提案し

た次式を採用する．

Ḋ = C(1 − D)m⟨
√

Y −
√

Yth⟩n∥
δ̇n

δn,c
∥ (if Ẏ ≥ 0) (8)

Ḋ = 0 (otherwise) (9)
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Fig.2 Cohesive zone model considering damage accu-

mulation

ここで，C,mおよび nはそれぞれ材料定数であり，n乗

の因数部により損傷が発生し，その損傷が m乗の因数

部により進展する．また，⟨•⟩は Macauley括弧を表し，

Yth は損傷が生じる臨界値であり，この値を超えると損

傷が生じる．ただし，今回は簡単のため Yth = 0.0として

いる．以上のように損傷変数を導入することで，Fig.2

の赤い実線のように繰り返し載荷によって結合力モデ

ルの剛性が徐々に低くなることで，疲労によって生じ

るプロセスゾーンの過程をモデル化している．

上述のように新たな結合力モデルの提案を行ったが，

有限要素法への導入に際しては既往の研究と同様に実

施している．その詳細については参考文献 (15, 16) に記

されているので，ここでは省略する．

3. 提案モデルの基礎的検討

3.1 修正バウンダリーレイヤー解析 本章では提

案した結合力モデルの要素サイズ依存性および損傷パ

ラメータについて検討を行う．

多くの場合，高サイクル疲労の実験値は，Paris則に

より応力拡大係数とき裂進展速度の関係として整理さ

れている．本研究では，これらに関する結合力モデル

の解析結果と実験結果との比較を通じて，考察を深め

る．しかし，弾塑性解析では線形破壊力学パラメータ

である応力拡大係数を求められないので，応力拡大係

数に基づく変位場をき裂先端近傍に付加する修正バウ

ンダリーレイヤー解析 (Modified Boundary Layer Analysis:

MBLA)を行って，結合力モデルのパラメータについて

検討する．

MBLAではき裂先端近傍の円形領域周辺（Fig.3灰色
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Fig.3 Analysis model of elastic zone including plastic

zone for MBLA

の領域）に，き裂先端の漸近解に基づく変位場 ux およ

び uz を付加する．これは応力拡大係数を用いて次式の

ように表される．

ux =
KI

2G

√
r

2π
cos

(
θ

2

) [3 − ν
1 + ν

− 1 + 2 sin2
(
θ

2

)]
(10)

uz =
KI

2G

√
r

2π
sin

(
θ

2

) [3 − ν
1 + ν

+ 1 − 2 cos2
(
θ

2

)]
(11)

ここで，KI, r, θ および G はそれぞれモード I の応力拡

大係数，き裂先端から境界までの距離，き裂先端から

の角度およびマクロせん断弾性係数である．また，マ

クロせん断弾性係数Gはマクロ弾性係数 Eおよびポア

ソン比 νにより次式のように表される．

G =
E

2(1 − ν) (12)

ただし，これらの材料パラメータは結晶塑性レベルの

ミクロスケールではなく，マクロスケールのパラメー

タである．したがって，これらのマクロ材料パラメー

タは，後述する均質化法に基づく数値材料試験によっ

て同定する．

き裂進展解析に際しては応力拡大係数の変化は無視

するものと仮定する．ただし，実験的に Paris則を求め

る際にはビーチマークの間隔などからき裂進展速度を

算出する．このため，応力拡大係数やき裂進展速度の

変化は考慮されておらず平均的な値となっており，実

験的にもこの仮定がなされているもの考えられる．ま

た，き裂先端にける漸近解は弾性論に基づくため，塑

性域 (図中赤色の領域)はこの変位場を付加した領域内

に含まれている必要がある.そこで，Irwinの推定法 (23)

に基づき塑性域寸法 rYS を次式のように見積もる．

rYS =
1

2π

(
KI

σYS

)2

(13)

ここで，σYS はマクロ降伏応力である．以下の解析は

この塑性域寸法よりも大きい領域で行っている．

3.2 マクロ均質化材料パラメータの同定 多結晶

金属は，微視的にはその結晶粒 1つの変形は異方性塑

性挙動となるが，巨視的には等方的な挙動となる．き

裂先端の漸近解や Irwin の推定法はともに巨視的な等

方均質体を仮定しており，マクロ材料パラメータ E, ν

および σYS を用いて式 (10)～(13)のように表される．本

研究では結晶塑性解析を行うので，均質体を仮定した

き裂先端の漸近解や Irwin の推定法におけるマクロ材

料パラメータを同定する必要がある．この同定のため

に，複数の結晶粒からなるユニットセルに対して，均

質化法に基づく数値材料試験を実施することとする．

数値材料試験の詳細については参考文献 (24) に記され

ているので，ここでは省略する．

解析対象としたユニットセルは Fig.4 のような 16 個

の結晶粒からなり，各結晶粒の形状は六角形とする．

その各結晶粒はすべり系の数が 12 個の面心立方格子

（FCC）であり，それぞれの結晶方位は乱数を発生させ

て与えている．本解析モデルは 8節点 6面体要素で構

成されており，ロッキング回避するために次数低減積

分法を用いる．奥行き方向は結晶粒の形状が変化しな

いものとして，奥行き方向に 4要素から構成される擬

似 3次元モデルとする．ただし，予備検討として要素

分割を Fig. 4の要素分割を各方向にさらに 2分割した

モデルについて行い，解析結果が十分に収束している

ことを確認している．このことから，このユニットセ

ルに基づく以降の解析モデルにおいても要素分割は十

分であると判断した．また，各結晶粒の弾性係数は次

式のように与える．

[C] =



C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44


(14)

C11 = 142300, C12 = 124100, C44 = 95240

また，結晶のすべり変形に関するパラメータは Table 1

に示す値を用いる (25)．マクロ均質化構成モデルは，一

般的な金属塑性解析で用いられる次式のような Mises

の降伏条件，および Voce 型非線形塑性硬化モデルと

する．

ϕ =

√
3
2

dev[σ] : dev[σ] − σYS − q (15)

q = Hα + (σ∞ − σYS )(1 − exp[−Aα]) (16)

ここで，αは塑性履歴パラメータ，σYS はマクロ降伏応

力，H，σ∞ および Aは塑性硬化に関する材料パラメー

タである．以上のモデルに基づいて，数値材料試験を

行うことで，ミクロ解析結果を体積平均した応力ひず

み曲線を再現するマクロ材料パラメータを求める．

まず，ユニットセルに対して x軸および z軸方向にマ

クロひずみを与えた結果はそれぞれ Fig.5 の赤および

青のプロットのようになる．これら 2つの応力ひずみ

曲線はおおよそ一致しているが，降伏点付近で若干ず

れているため，Fig.5の実線のように応力ひずみ曲線が

マクロひずみを与えた際の 2つの曲線の中間になるよ

うにマクロ材料パラメータを決定する．この時のマク

ロ材料パラメータの値を Table 2に示す．



Table1 Material parameters for crystallographic slip(25)

h0 τs τ0 q　 ȧ nv

220 300 MPa 93 MPa 1 0.001 30

Table2 Macroscopic material parameters

E ν σYS

110 GPa 0.3 175 MPa

H　 σ∞ A

13 GPa 90 MPa 3500

z

x

z

y

Fig.4 Numerial model of unit cell
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Fig.5 Parameter identification of macroscopic material

from polycrystal

3.3 要素サイズ依存性の検討 Fig.6 に示すよう

な半円形の解析モデルを用いて，要素サイズの依存性

について検討する．弾性材料パラメータは E = 206 GPa,

ν = 0.3とし，結晶塑性パラメータは Table 1に示す値を

用いる．結晶方位は (100)が z軸と垂直になるようにし

ている．また，疲労き裂は劈開破壊のように結晶粒界

から割れることもあるが，多くの場合には結晶粒内を

進展することが知られている (26)．一方，き裂進展は結

晶方位に大きく影響を受けるが，本研究では簡単のた

z

y

0.2 mm

(b) h = 1/20 mm (c) h = 1/30 mm

(a) h = 1/10 mm

(d) h = 1/40 mm

h

cohesive zone

x

1.0 mm

z

initial crack

Fig.6 Numerical model of MBLA for study of depen-

dence on mesh size

Table3 Crack growth rate

Mesh size h 1/10 1/20 1/30　 1/40

Crack growth rate 145.0 134.0 128.6 128.6

めにき裂は応力の作用方向と垂直に結晶粒内を進展す

ると仮定し，結合力モデルを Fig.6に示すようにき裂先

端方向から直線的に配置する．結合力モデルの各パラ

メータは GIc=4860.0 kJ/m2, δn,c = 1.0 × 10−2 mm, C = 100,

m = 1.0, n = 0.1,および Yth = 0.0を仮定する．Fig.6のき裂

先端近傍の要素サイズ hを 1/10 mm，1/20 mm，1/30 mm

および 1/40 mmとした計 4種類である．結合力はき裂

面上における面内の各方向に 6点の計 36点の積分点か

ら表面積分することで算出し，以降の解析でも同じ数

の積分点を用いる．応力拡大係数は KI=100 MPa · m1/2

および応力比は R = 0.0とする．き裂先端は応力集中部

と考えられるので，き裂面の結合力が最大となってい

る箇所をき裂先端と定義する．

以上の条件で数値解析を行った結果，き裂が進展し

た距離とそれに要するサイクル数の関係は Fig.7 のよ

うになる．さらに，き裂進展速度をこのグラフの中央

部における接線として計算すると，Table 3のようにな

る．この Table 3から h = 1/30 mmおよび h = 1/40 mmの

き裂進展速度は完全に一致しており，要素サイズを十

分に細かく分割することで，要素サイズ依存性がなく

なることが確認できる．したがって，以降の解析では

h = 1/30 mm以下の要素サイズを用いることとする．

3.4 損傷パラメータの検討 まず結合力モデルに
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おける疲労損傷以外のパラメータは Table 4の GIc，δn,c

とする (5)．3.2節で用いたユニットセルを Fig.8に示すよ

うにき裂先端の前後に 2個配置し，き裂がそのユニッ

トセル 1個分を進展するように結合力モデルを設定す

る．解析に用いるき裂先端近傍の要素サイズは 6.25 µm

であり，結晶粒径は縦幅 66 µm および横幅 50 µm とす

る．き裂先端に配置した多結晶体以外の領域は式 (15)

および式 (16)の等方塑性モデルとし，式 (10)および式

(11)で表される任意の応力拡大係数に基づく変位場を

与える．

多結晶粒内部をき裂が進展する場合，その進展速度

は結晶粒毎に異なるため，本節では，後述する 3パター

ンのき裂進展速度について，次式の Paris則と比較し，

結合力モデルのパラメータについて検討した．

da
dN
= C∆Km (17)

日本機械学会の原子力維持規格 (28) によれば，C およ

び m は PWR一次系の配管および炉水構造物用オスー

テナイト系ステンレス鋼は次式で表されるので，本研

究では参照値としてこれを用いる．

C =
4.35 × 10−13T 0.63

c t0.33
r

(1 − R)1.56 (18)

m = 3.0 (19)

ここで，Tc = 30 ◦C, tr = 1000 および R = 0.1 と仮定す

る．応力拡大係数範囲 ∆K が 54 MPa ·m1/2, 63 MPa ·m1/2,

72 MPa ·m1/2, 81 MPa ·m1/2および 90 MPa ·m1/2の 5ケース

について解析を行う．式 (13)よりその塑性域寸法 rYS は

0.109 mm, 0.127 mm, 0.145 mm, 0.164 mmおよび 0.182 mm

となるので，Fig.8に示す塑性域は結晶塑性モデルを配

置した内部であるとわかる．

Fig.9に ∆K = 63 MPa ·m1/2におけるサイクル数とき裂

先端の位置の関係を示す．この図より，各結晶粒内の
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Fig.8 Numerical model for MBLA due to parameter

identification of cohesive zone model

Table4 Cohesive parameters

GIc
(27) δn,c C m n

502.0 kJ/m2 1.0 × 10−3 mm 180 1.50 0.01

き裂進展速度はほぼ一定であるが，その値は粒毎に異

なることがわかる．さらに，き裂が粒界を挟んで隣の

粒へ突入する際の進展速度はさらに大きく変動してい

ることがわかる．本現象に関しては，隣接する結晶粒

同士の方位差や粒界の特性と関係があることが実験的

に指摘されている (29, 30) が，今後さらなる考察が必要

である．この図の結晶粒内における進展速度を接線か

ら算出し，最大値および最小値を応力拡大係数範囲毎

に求める．これら 2つの値に加えて，ユニットセル 1個

分の領域（Fig.8の緑矢印）をき裂が完全に通過するま

でのサイクル数を求め，得られたサイクル数でこの領

域の長さを除すことで平均的なき裂進展速度を算定す

る．これら 3つの進展速度，および式 (19)を Fig.10に示

す．破線はそれぞれ同色のプロットに関して式 (17) の

指数関数で近似した線である．この図より，参照値で

ある式 (17)は平均速度の傾きが一致していないが，結

晶粒内におけるき裂進展速度の最大値および最小値の

間に収まっている．このことから，本節の解析におい

て用いた結合力モデルのパラメータ（Table 4）は概ね

良好な値であると考え，以降の数値解析例ではこのパ

ラメータを用いることとする．

4. 数値解析例

4.1 提案モデルを用いた単調引張荷重下および一

定振幅荷重下の破壊挙動 上述の本結合力モデル
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は疲労破壊を想定したものであるが，単調引張荷重下

のき裂伝播問題に適用し，一定振幅荷重下の解析結果

と比較する．解析モデルはともに Fig.11に示すように

Fig.4のユニットセルを 3個並べた縦 0.20 mmおよび横

0.60 mmの領域とし，初期き裂は 0.20 mmとする．この

モデルの上端面を z方向に強制変位を加え，単調引張

荷重下のき裂伝播問題および一定振幅荷重解析を行う．

単調引張荷重下のき裂伝播問題は引張ひずみ 1.5 %に

なるような強制変位とし，一定振幅荷重は Fig.12の破

線で示すように，最大引張ひずみ 0.25 %，最小引張ひ

ずみ 0.025 %の応力比 0.1とする．

単調引張荷重下における 300 step時の引張方向の応

力，蓄積すべり量および損傷値の分布を Fig.13に下端

面に鏡面対称として示す．ただし，図中の白文字は初

期き裂先端から何番目の結晶粒かを示している．Fig.13

のように応力はき裂先端部に集中しており，主き裂に

先行して微小き裂が発生することなく，主き裂が進展

z
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0.60 mm

0
.2

0
 m

m

cohesive zone

0.20 mm

u

initial crack

Fig.11 Numerical model consisted of 50 µm grains

する．次に，Fig.14に示す各ステップでのき裂進展量を

みると，結晶粒毎にき裂が進展する速度が異なってい

ることがわかる．これは結晶方位によって応力状態が

異なることに加え，Fig.13に示すように 3番目と 4番目

の間の結晶粒界近傍に結晶のすべり変形が生じること

で，き裂進展速度が変化するためである．

次に，一定振幅荷重下における 1サイクル時の引張

方向の応力分布図を Fig.15に，16サイクル時の引張方

向の応力，蓄積すべり量および損傷値の分布を Fig.16

に下端面について鏡面対称として示す．Fig.16より 16

サイクル時において主き裂に先行して，副次的な微小

き裂が発生していることがわかる．また，き裂先端か

ら 3個目までの結晶粒の中心の要素におけるそれぞれ

の損傷値を Fig.17 に示す．損傷値は Fig.17 のように階

段状に変化しており，除荷時には損傷は変化せず，再

載荷時のみ増加している様子が確認できる．2番目と

3番目の結晶粒を比較すると，1サイクル時から 3番目

の結晶粒における損傷値の方が大きくなっている．こ

れは結晶方位の不均一性によって，3番目の結晶粒にお

いて応力が高くなるためである（Fig.15）．これによっ

て損傷の進行が速くなり，副次的な微小き裂が主き裂

に先行して発生している．

以上から，単調引張荷重下ではき裂先端に応力が集

中することで，先端部のみで損傷が進行し，主き裂が

進展する．また，一定振幅荷重下では，結晶粒の不均

一性によって応力の高い箇所で，主き裂に先行して微

小き裂が発生する．

4.2 過大荷重による疲労き裂の遅延効果 Paris則

が適用できない過大荷重が加わった際のき裂進展につい

て解析を行う．解析対象は前節と同様のモデル（Fig.11）

とし，前節の一定振幅荷重下の解析結果と比較する．

Fig.12における赤色の実線に示すように，最初のサイ

クルに与える最大引張ひずみは一定振幅荷重の 2倍の

値とし，その後の繰り返し引張ひずみは一定振幅荷重

と同じ値とする．

まず，過大荷重を加えた場合の 2サイクルまでの初

期き裂先端から 2番目の要素における引張方向の応力

と蓄積すべり量の推移を Fig.18に示す．この要素は 2サ

イクル終了時にはき裂先端に接する要素である．Fig.18

より，載荷時に増加した応力は，除荷時に減少し，最



0 10

0.5

0.0

constant load

overload

number of cycles

st
ra

in
 [

%
]

(i)

(ii)

Fig.12 Loading conditions with and without over load

900

-300

σ
zz

 [M
P
a]

0.07

0.0
γ

  

1.0

0.0

d
am
ag
e

1st 3rd

2nd4th

1st 3rd

2nd4th

1st 3rd

2nd4th

z

x

Fig.13 Distributions of stress in the loading direction,

total amount of slip, and damage at 300 step

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0 100 200 300 400

d
a

[m
m

]

step

1st grain

2nd grain

3rd grain

4th grain

Fig.14 Crack growth rates in each grain under the con-

stant load condition

終的に圧縮側に達している．また，蓄積すべり量は載

荷時に増加し，除荷時で一定となった後に，圧縮応力

が作用することで再度増加している．しかし，2 サイ
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クル以降では蓄積すべり量はほとんど変化せず，一定

のままであることがわかる．



過大荷重が加わった直後の 2サイクルにおける (i)再

載荷時および (ii)除荷時（Fig.12）の引張方向の応力分

布を Fig.19に示す．Fig.19(a)より，一定振幅荷重下では

再載荷時に引張応力が生じており，除荷時に一部の粒

界で圧縮応力が作用しているが，ほとんどの領域にお

いて圧縮応力は生じていない様子がわかる．この圧縮

応力は，引張荷重が作用した際に塑性変形および格子

回転が生じることで発生したと考えられる．これに対

して，Fig.19(b) より，過大荷重載荷の場合には再載荷

時に引張応力はほとんど作用しておらず，除荷時には

圧縮応力が生じている．これは過大荷重によりき裂先

端に引張による大きな塑性域が形成されるとともに，

き裂が鈍化するためである．き裂先端に接する要素

における応力値は，一定振幅荷重の場合には引張時に

480 MPa，除荷時に 44 MPa であるのに対し，過大荷重

を加えた場合には引張時に 182 MPa，除荷時に-323 MPa

となる．このように，過大荷重後にはき裂先端に作用

する応力振幅の最大値が低下していることがわかる．

次に，き裂先端から 3番目までの各要素における損

傷値を Fig.20に示す．この図より，過大荷重載荷の場合

には 1番目の要素の損傷値は 1サイクル目で 1に達し，

破壊していることがわかる．しかし，2 番目以降の要

素の損傷値は最初の載荷によって大きく増加し，それ

以降は上述のようにき裂先端に作用する最大応力が低

下するために，一定振幅荷重下の損傷値と比較して損

傷の蓄積速度は遅くなっている．

Fig.21に 14サイクル時のき裂先端近傍の蓄積すべり

量の分布を下端面について鏡面対称にして示す．この

時点で既に一定振幅荷重下におけるき裂先端は最初の

結晶粒内を進展し，次の結晶粒内に達している．一方，

過大荷重載荷の場合，き裂先端は未だに 1つ目の結晶

粒にあり，それほど進展していない．き裂先端近傍の

蓄積すべり量の分布から，き裂先端の結晶粒にすべり

が集中していることがわかる．蓄積すべり量は 1サイ

クルで 0.036なのに対して，14サイクルでは 0.037であ

り，前述のように最初の過大荷重で大きく塑性変形し，

その後はほとんど塑性変形していない．これは Fig.18

に示すように，最初の過大荷重載荷時の塑性変形は等

方硬化を伴うので，その後の応力振幅は弾性範囲内と

なり，以降ではほとんど塑性変形が発生しないと考え

られる．最終的に，一定振幅の荷重を加えた場合は 36

サイクルで破断するのに対して，過大荷重を加えた場

合は 75サイクルで破断する．

以上のように，過大荷重により塑性変形が生じるこ

とで，き裂先端が鈍化および加工硬化する．これによっ

て，最大応力が低下するとともに，塑性変形の累積が

抑制されることにより，き裂進展速度が遅くなる．

5. 結　言

本研究では，Riceらの提案した UBERに基づく結合

力モデルを拡張し，熱力学的な方法を用いて損傷の発

展則を導入した新しい結合力モデルを提案した．本モ
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Fig.18 Transitions of tensile stress and total amount of

slip until the end of 2nd cycle

400-400

σ
zz
 [MPa]

(a) constant load

(b) overload

(i) loading condition (ii) unloading condition

(i) loading condition (ii) unloading condition
z

x

Fig.19 Distributions of stress in the loading direction

under the loading and unloading conditions at 2nd cycle

デルを用いて破壊を評価するとともに，有限変形問題

として多結晶金属におけるき裂進展解析を行った．ま

た，修正バウンダリーレイヤー解析を用いて要素サイ

ズの依存性について検討し，Paris則との比較から提案

した結合力モデルのパラメータについて検討した．こ

れらのパラメータを用いて，単調引張荷重下および一

定振幅荷重下におけるき裂進展解析を行い，提案モデ

ルにおいて表現されるそれぞれの破壊挙動について考

察した．最後に Paris則では予測できない過大荷重が疲

労き裂進展に及ぼす遅延効果について検討した．これ

により以下の知見を得た．
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(1) 単調引張荷重下では応力が主き裂先端部に集中

するために，損傷値も先端部から増加し，主き裂のみ

が進展した．また，各結晶粒内においてき裂進展速度

を比較すると，結晶粒の方位やすべりによって，き裂

進展速度が異なることが確認できた．

(2) 一定振幅荷重下では結晶粒による不均一によっ

て，応力が集中し，その箇所において損傷値が増加し

た．これによって主き裂の進展に先行して副次的な微

小き裂が発生した．

(3)過大荷重を加えた場合，その効果によりき裂先端

が塑性変形して，鈍化および等方硬化が生じ，圧縮の

応力分布が発現した．その結果，き裂先端に作用する

ダメージの累積に有効な最大応力の低下と，加工硬化

による蓄積すべり量の抑制によって疲労き裂進展の遅

延効果が生じた．
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付録：結晶塑性モデル

有限ひずみ弾塑性モデルでは，変形勾配は次式のよ

うに弾・塑性成分の乗算分解で与えられると仮定する．

弾性成分は結晶格子の回転と歪みを表し，塑性成分は

結晶の純粋なすべりを表す．

F = Fe Fp (20)

ここで，Fe は弾性変形勾配であり，Fp は塑性変形勾配

である．これらの速度勾配は，弾性変形による速度勾

配 le と塑性変形による速度勾配 lp の加算分解で与え

られ，

l : = ḞF−1 = Ḟe Fe−1 + Fe Ḟp Fp−1 Fe−1 = le + lp (21)

で表される．さらに，二階のテンソル • の対称・反対
称成分をそれぞれ sym[•]と skw[•]で表すと，ストレッ
チテンソル dとスピンテンソル wはその弾・塑性成分
de, dp,we および wp でそれぞれ与えられる．

d := sym[l] = de + dp := sym[le] + sym[lp] (22)

w := skw[l] = we + wp := skw[le] + skw[lp] (23)

弾性挙動を表すための構成式として，回転に対して客

観性のある応力速度を用いた亜弾性構成則は，

σ̂∗ + σtr[de] = C : de (24)

となる．ここで，Cは弾性テンソル，σ̂∗ は次式で定義

される中間配置を参照する客観応力速度である．

σ̂∗ : = σ̂ + wpσ − σwp (25)

σ̂ : = σ̇ − wσ + σw (26)

ここで，σ̂は Jaumann応力速度，σは Cauchy応力であ

る．いま，対象とする材料のすべり系の数を n個とし，

その中の任意のすべり系 αにおける初期のすべり方向

の単位ベクトル s(α)
0 とすべり面に対する単位法線ベク

トル m(α)
0 をそれぞれ表す．すべり変形により結晶格子

にゆがみが生じないと仮定すると，変形後の s∗(α) およ

び m∗(α) は互いに直交を保つことになり，

s∗(α) = Fe s(α)
0 (27)

m∗(α) = m(α)
0 Fe−1 (28)

となる．また，すべり系 αにおける分解せん断応力 τ(α)

は，

τ(α) = (s∗(α) ⊗ m∗(α)) : Jσ (29)



となる．ここで，J = det[F]である．この時，すべり系

α のすべり速度を γ̇(α) とすると，塑性仕事率に関して

は次式の関係が成立する．

Jσ : lp =

n∑
α=1

τ(α)γ̇(α) (30)

この式に式 (29)を代入し，整理すると，塑性変形勾配

の発展方程式は，

lp =

n∑
α=1

(
s∗(α) ⊗ m∗(α)

)
γ̇(α) (31)

と規定される．本研究では結晶すべりの構成モデルの

発展方程に次式で表される Asaro ら (31) の指数形の粘

塑性モデルを用いる．

γ̇(α) := ȧ

∣∣∣∣∣∣ τ(α)

g(α)

∣∣∣∣∣∣n
v

sign
(
τ(α)

g(α)

)
(32)

ここで，g(α) はすべり系 αのすべり抵抗力，ȧは初期す

べり速度，nv は速度感度指数で，いずれも材料定数で

ある．また，すべり抵抗力の発展方程式は，

ġ(α) :=
n∑
β=1

hαβγ̇(β) (33)

で定義される．ただし，hαβは硬化係数行列の成分を表

しており，次式で表される．
hαα := h0sech2

∣∣∣∣∣ h0γ

τs − τ0

∣∣∣∣∣
hαβ := qhαα (α , β)

(34)

ここで，hαα と hαβ はそれぞれ自己硬化係数と潜在硬化

係数を表し，q はそれらの比である．また，h0 は初期

硬化係数, τs は Stage-I 応力，τ0 は初期臨界分解せん断

応力を表す材料定数である．また，γ は蓄積すべり量

であり，次式で定義する．

γ :=
n∑
α=1

∫ t

0
|γ̇(α)|dt (35)
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