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本論文では，震源域から発生した津波の沖合領域での伝播から都市域での遡上に至る一連の挙動を，精度良く

且つ低い計算コストで予測可能な，2D-3Dハイブリッド安定化有限要素法を提案する．具体的には，沖合での
波の伝播には 2次元（2D）浅水長波方程式を，遡上領域では 3次元（3D）Navier-Stokes方程式を支配方程式に
採用し，それぞれの解析領域に対して個別の非構造メッシュを用いて安定化有限要素法により離散化する．そし

て，これらの空間次元だけでなく節点配置も異なるメッシュ間で流速と圧力の連続条件を多点拘束（MPC）法
により満足させることで，完全な 3D解析に比べて格段に低い計算コストで，沖合から都市域に至る一連の津波
伝播・遡上現象を解析可能とした．

Key Words : 2D-3D Hybrid Simulation, Stabilized Finite Element Method, Multiple-Point Constraints

1. はじめに

津波，高潮，洪水氾濫などによる浸水災害が数多く

報告されている．これらの浸水災害は，人間の生命・財

産に直接的に影響を与えるため，時系列の浸水範囲を

予測することは工学上重要である．浸水範囲の予測に

は，かつては模型実験が主流であったが，近年では計

算機性能の向上および数値解析技術の高精度化，さら

には，高精度な地形および住宅に関する数値地図の整

備・普及により，数値シミュレーションを用いた浸水範

囲の被害予測が主流になりつつある 1),2),3)．

なかでも津波遡上シミュレーションにおいては，沖合

での津波の伝播から陸域の遡上までの広範囲を取り扱

う必要があるが，簡易さと計算コストの観点から，直交

格子を用いた浅水長波理論に基づく手法が広く用いら

れている 4),5),6)．しかし，遡上領域である都市部では，

構造物や地形の影響により 3次元性の高い複雑な自由

表面流れとなるため，構造物に作用する流体力の評価

を目的とする場合には，浅水長波近似の適用が不適切

であることは自明である．そのため近年では，複雑な

自由表面流れに対しても適用が可能な Navier-Stokes方

程式に基づく解析も行われている 7),8)，沖合から遡上

域までの 3次元解析は計算自由度の増大が必至であり，

計算コストの観点から現実的とはいえない．

このような問題に対応するため，2次元（2D）と 3次

元（3D）のハイブリッド手法が提案されている 9),10),11)．

この手法は，浅水長波の 2D解析の結果を反映させなが

ら，津波防波堤や構造物周りなどの 2D近似が成立し

ない場所に対して，3D解析ができるような工夫をして

いる．しかし，これまで提案されてきた手法の多くは，

2D，3D領域ともに直交格子の利用を前提としているた

め，構造物の表現には影響体積率（空隙率）を用いる

などの近似を導入せざるを得ない．構造物に作用する

流体力を適切に評価するためには,周辺の流況を精度よ
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図–1 浅水長波問題における座標系

く解析する必要があり，構造物の形状を正確に表現で

きる適合格子を用いた手法の導入が必要である．

そこで本論文では，津波遡上解析を目的として，非構

造格子を用いることが可能な 2D-3Dハイブリッド安定

化有限要素法を提案する．沖合での波の伝播には 2D浅

水長波方程式を用いて，その有限要素離散化にはSUPG

法を適用する．一方，遡上津波には 3D Navier-Stokes方

程式 を用いて，SUPG/PSPG法を適用して離散化する

とともに，自由表面位置を捕捉するために VOF法を採

用する．また，2D領域に三角形要素を，3D領域に四

面体要素を用いるため，構造物の形状に適合した要素

分割を行うことが可能となり，形状表現に起因した誤

差を低減できる．2D-3D領域の界面における流速と圧

力の連続性を満足させるために，多点拘束（MPC）法
12)を採用する．これにより，2Dと 3Dの領域でのメッ

シュ分割を個別に行って，両メッシュの界面での節点配

置が適合しない場合でも対応可能とした．次章以降で，

支配方程式とその離散化について述べた後，本研究で

新たに導入した 2D-3Dハイブリッド安定化有限要素法

のためのMPC法について詳しく説明する．最後に，潜

堤周りの波動伝搬問題および遡上域に構造物を有する

津波遡上問題などに対する数値解析例を通して，本手

法の解析精度や適用性について検証を行う．

2. 安定化有限要素法

本節では，3次元流れ場と浅水長波流れ場の支配方程

式に対して，安定化有限要素法を適用して得られる離

散化方程式を示す．また，前者の 3次元流れ場における

自由表面の捕捉手法には VOF法を採用することとし，

その離散化についても概説する．なお，すべての支配

方程式の時間方向の離散化には Crank-Nicolson法を適

用することにする．

(1) 支配方程式

都市域の 3次元的な流れの場を表現するために，次

の非圧縮粘性流体の Navier-Stokes式と連続式を支配方

程式として採用する．

ρ
(∂u
∂t
+ u · ∇u − f

)
− ∇ · σ (u, p) = 0 (1)

∇ · u = 0 (2)

ここで，ρは密度，u = [uns, vns,wns]T は流速ベクトル，

pは圧力， f は物体力ベクトル，σは応力テンソルであ

る．また，Newton流体を仮定し，構成則には次式を用

いる．

σ = −pI + 2µε(u) (3)

ここで，µは粘性係数であり，ε(u)は次式で定義される

変形速度テンソルである．

ε(u) =
1
2

(
∇u + (∇u)T

)
(4)

一方，沖合から遡上直前までの津波の伝搬挙動につ

いての支配方程式には，浅水長波の仮定に基づく浅水

長波方程式を採用する．非保存型の場合，非保存変数

を U = [h, usw, vsw]T とおくと，浅水長波方程式は次式

で与えられる．

∂U
∂t
+ Aα

∂U
∂xα
− ∂

∂xα

(
Kαβ

∂U
∂xβ

)
− R = 0 (5)

ここで，α, β = 1, 2については総和規約を適用する．

式中の hは全水深，uswおよび vswはそれぞれ平均流速

の各方向成分を示す（図-1参照）．また，Aα は移流項

を表すマトリックス，Kαβ，Rは，それぞれ次のように

定義した．

A1 =


usw h 0

g usw 0

0 0 usw

 , A2 =


vsw 0 h

0 vsw 0

g 0 vsw

 (6)

K11 = ν


0 0 0

0 2 0

0 0 1

 , K12 = ν


0 0 0

0 0 0

0 1 0

 (7)

K21 = ν


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , K22 = ν


0 0 0

0 1 0

0 0 2

 (8)

R =


0

−g
∂zb

∂x
− u∗

h
usw

−g
∂zb

∂y
− u∗

h
vsw

 , u∗ =
gn2

√
u2

sw + v2
sw

h1/3
(9)

ここで，gは重力加速度，νは渦動粘性係数，zbは底面

の高度，nはマニングの粗度係数である．

(2) 安定化有限要素法

3 次元流れ場の支配方程式 (1)，(2) に対して

SUPG/PSPG法 13),14)を適用すると，次式のような安定
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化有限要素法による離散化方程式が得られる．

ρ

∫
Ωns

wh · ρ
(
∂uh

∂t
+ uh · ∇uh − f

)
dΩ

+

∫
Ωns

ε(wh) : σ(uh, ph) dΩ +
∫
Ωns

qh∇ · uh dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

ns

{
τns

supgu
h · ∇wh + τns

pspg
1
ρ
∇q

}
·
{
ρ

(
∂uh

∂t
+ uh · ∇uh − f

)
− ∇ · σ(uh, ph)

}
dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

ns

τns
cont∇ · whρ∇ · uh dΩ = 0 (10)

ここで，Ωns ∈ R3 は Navier-Stokes方程式の解析領域

を，nelは要素数であり，uh，phは，それぞれ速度と圧

力の有限要素近似式，wh，qhは，それぞれ運動方程式

と連続式に対する重み関数の近似式である．式中に第

4項は移流の卓越に対して安定化を施す SUPG項，お

よび圧力振動を回避するための PSPG項であり，第５

項は自由表面の数値不安定性を回避するための衝撃捕

捉（Shock-Capturing)項 15)である．また，τns
supg，τ

ns
pspg，

τns
contは，すべて安定化パラメータであり，各安定化項

の係数としてそれぞれ次のように定義される．

τns
supg=

( 2
∆t

)2

+

(
2||uh||

he

)2

+

(
4ν
h2

e

)2−
1
2

(11)

τns
pspg= τ

ns
supg (12)

τcont =
he

2
||uh||ξ (Ree) (13)

Ree =
||uh||he

2ν
(14)

ξ (Ree) =


Ree

3
, Ree ≤ 3

1, Ree > 3
(15)

ここで，∆tは時間増分，heは要素の代表長さ，νは動

粘性係数，Reeは要素レイノルズ数である．

一方，浅水長波方程式 (5)に対して SUPG法 16)を適

用すると，次式のような安定化有限要素法による離散

化方程式が得られる．∫
Ωsw

Uh
∗ ·

(
∂Uh

∂t
+ Ah

α

∂Uh

∂xα
− Rh

)
dΩ

+

∫
Ωsw

(
∂Uh
∗

∂xα

)
·
(
Kh
αβ

∂Uh
∗

∂xβ

)
dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

sw

τsw
supg

(
Ah
β

)T
(
∂Uh
∗

∂xβ

)
·
(
∂Uh

∂t
+ Ah

α

∂Uh

∂xα
− Rh

)
dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

sw

τsw
cont

(
∂Uh
∗

∂xα

)
·
(
∂Uh

∂xα

)
= 0 (16)

ここで，Ωsw ∈ R2は浅水長波方程式の解析領域を表し，

Uh, Ah
α, Kh

αβ, Rh
α (α, β = 1, 2)は，それらの成分内の速

度場 usw, vswが有限要素離散化されていることを表し

ており，Uh
∗ はUの重み関数U∗の有限要素近似である．

この式中の第 3項は，移流の卓越に対する安定化を施

す SUPG項，第 4項は自由表面の数値不安定性を回避

するための衝撃捕捉項 17),18)である．また，τsw
supg，τ

sw
cont

は安定化パラメータであり，それぞれ次式のように定

義されている．

τsw
supg=

( 2
∆t

)2

+

(
2||ūh||

he

)2

+

(
4ν
h2

e

)2−
1
2

(17)

τsw
cont =

he

2
||ūh|| z (18)

z=


κk

3
, κk ≤ 3

1, κk > 3
(19)

ここで，||ūh|| =
√
||uh

sw||2 + c2，c =
√

gh，κk = ||ūh||he/ν，

uh
sw = [usw, vsw]T と定義した．

(3) VOF法による界面捕捉

式 (1)，(2)を支配方程式とする液体（水）の 3次元流

れ場における自由表面と気体（空気）との界面位置の

表現方法は，固定メッシュを用いた Euler的手法である

界面捕捉法 15),19)と移動メッシュを用いた Lagrange的

手法である界面追跡法 20),21)の二つに分類することが

できる．本研究では，砕波等の複雑な自由表面形状を

表現を必要とすることから，それに適した界面捕捉法

の一つである VOF法 15)を採用することにする．

VOF法では，次式で表される移流方程式を解くこと

で自由表面位置を決定する．

∂ϕ

∂t
+ u · ∇ϕ = 0 (20)

ここで，ϕは VOF関数（界面関数）を表し，気体であ

れば 0.0，液体であれば 1.0，自由表面上であれば 0.5を

とるものとする．そして，各要素における流体の密度

ρと粘性係数 µは，液体（水）と気体（空気）の密度

ρl , ρgと粘性係数 µl , µg，VOF関数 ϕを用いて次式のよ

うに求められる．

ρ = ρlϕ + ρg(1− ϕ) (21)

µ = µlϕ + µg(1− ϕ) (22)

VOF法の支配方程式 (20)に対して，SUPG法 15)に

基づく安定化有限要素法を適用すると以下のような離

散化方程式が得られる．∫
Ωns

ϕh
∗

(
∂ϕh

∂t
+ uh · ∇ϕ

)
dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

ns

τϕ uh · ∇ϕh
∗

(
∂ϕh

∂t
+ uh · ∇ϕh

)
dΩ

+

n∑
e=1

∫
Ωe

ns

τIC ∇ · ϕh
∗∇ · ϕh dΩ = 0 (23)

ここで，ϕhおよび ϕh
∗ は，VOF関数 ϕとその重み関数

の有限要素近似式である．また，τϕ，τICは安定化パラ
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図–2 解析領域の結合部

図–3 適合メッシュ間の流速の MPC条件

メータであり，次式で定義されている．

τϕ =

( 2
∆t

)2

+

(
2||uh||

he

)2−
1
2

(24)

τIC =
he

2
||uh|| (25)

また，Aliabadiら 15)によって提案された手法を導入し

て，求められた ϕhによる界面が鋭敏化され，液体体積

が保存されるような処置を行う．

なお，離散化方程式 (23)は，次章で述べる拘束条件

により，一体化した式 (10)と式 (16)により求められた

流速を移流速度として次のステップの自由表面の位置

を算定する．

3. 2D-3Dハイブリッド手法

本研究では，沖合の領域（Ωsw）の流れ場については

2次元（2D）浅水長波方程式を，都市域（Ωns）の遡上

津波については 3次元（3D）Navier-Stokes方程式（お

よび連続式）を支配方程式として，安定化有限要素法

により解析を行うための 2D-3Dハイブリッド手法を提

案する．そのためには，それぞれの領域 Ωsw，Ωnsで方

図–4 非適合メッシュ間の MPC条件

図–5 水位の MPC条件

程式の定義域の次元が異なるだけでなく，節点の位置

も整合しないことを許容しても速度や圧力の連続性が

満たさせるような条件を付与する必要がある．本研究

では，時間方向の離散化には陰解法を採用しているた

め，それぞれの境界面の接合において多点拘束，すな

わち MPC（Multiple-Point Constraints）条件 12)を適用

した 2D-3Dのハイブリッド手法を構築する．MPC条件

を用いるため，既存のそれぞれの離散化方程式を用い

ることができる．そのため，解析の流れは，大きく変

更する必要がないのも本手法のメリットの１つである．

(1) xy方向の流速と圧力に関する拘束条件

まず，図-2に示すように，両領域の有限要素メッシュ

で節点位置が一致する場合を考える．このとき，領域

Ωswと Ωnsは，それぞれ 2Dと 3Dメッシュで離散化さ

れるが，両メッシュ境界において速度と圧力が適合し

なければならない．すなわち，二つの領域が接してい

る表面の節点（図-3）において，Ωsw内のある節点の x，

y方向の流速が，Ωns内の同じ x, y座標を有する水深方

向（z方向）の全節点の x，y方向の流速と等しくなる

ように，次の多点拘束（MPC）条件を課す． uc
ns(k) = uc

sw (k = 1, · · · ,Nc
z)

vc
ns(k) = vc

sw (k = 1, · · · ,Nc
z)

(26)
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図–6 解析モデル

ここで，Nc
z は，Ωns内の同じ x, y座標を有する水深方

向（z方向）の全節点数，uc
ns(k)，vc

ns(k)は，Ωnsにおける

結合する面上の（同一の x, y座標を有する）節点の流

速，uc
sw，vc

swは Ωswの結合する面上の節点の平均流速

である．

次に，図-4に示すように，両領域の有限要素メッシュ

で節点位置が一致しない場合について考える．領域Ωsw，

Ωns間で節点座標が一致していないため，互いの位置関

係から圧力や流速の連続条件を与えることにする．例

えば，図-4中を参照して，Ωns内の節点 2の流速 uns
2 に

着目する．この節点 2は，Ωswの点 A に位置するもの

とすると，uns
2 は Ωswの節点 1の流速 usw

1 と節点 2の流

速 usw
2 を用いて次のように補間近似できる．

um
2 = Ne

1(xA , yA)us
1 + Ne

2(xA , yA)us
2 (27)

ここで，Ne
1(xA , yA)，Ne

2(xA , yA)は，Ωsw内の節点 1，2

間の線要素の形状関数を，点 A の x, y座標値 (xA , yA)

で評価した値である．この式をMPC条件式として有限

要素方程式に反映させれば良い．

一方，Ωnsの界面上での節点の圧力は，流速に応じて

定められるが，領域 Ωswの Ωnsとの界面上の節点にお

ける全水深 hcが既定されなければならない．そのため，

図-5に示すように領域 Ωnsの底部における Ωswとの界

面上の節点での圧力値 pcbを用いて以下の拘束条件を

課すことにする．

pcb = ρghc (28)

(2) ΩnsのΩswとの界面における z方向流速の境界条件

浅水長波方程式の流速は鉛直方向に一様分布すると

仮定され，z方向流速（wsw）変数は算出されない．した

がって，Ωnsの Ωswとの界面における z方向流速（wc
ns）

を境界条件として既定できないことになる．

そこで本研究では，Ωswにおける z方向流速（wsw）

を，次式で与えられる自由表面の運動学的境界条件よ

表–1 入射波の条件

波高 [cm] 周期:T [s] 境界面の節点

case1 2.5 2.0 一致する

case2 4.5 2.0 一致する

case3 4.0 1.0 一致する

case4 4.5 2.0 一致しない

り算定する．

wsw =
∂

∂t
(h+ zb)

+ usw
∂

∂x
(h+ zb) + vsw

∂

∂y
(h+ zb) (29)

この式中の x, , y , z方向の流速と水深の有限要素近似

式を，それぞれ uh
sw, vh

sw, wh
sw, hhとおくと，対応する有

限要素方程式は次式のようになる．∫
Ωsw

ψhwh
swdΩ =

∫
Ωsw

ψh

(
∂

∂t
(hh + zh

b)

)
dΩ

+

∫
Ωsw

ψh

(
uh

sw
∂

∂x
(hh + zh

b) + vh
sw
∂

∂y
(hh + zh

b)

)
dΩ (30)

ここで，ψhは重み関数の有限要素近似である．実際の

解析では，有限要素離散化方程式 (10)と (16)を，上で

与えた多点拘束条件式を満たすように各時間ステップ

で解き，得られた流速 uh
sw, vh

swと全水深 hhの節点値を

式 (30)の右辺データとして用いて，wh
swの節点値を算

出する．ただし，その時間ステップに先立って式 (30)

を解いておき，その解である Ωnsと Ωswとの界面上で

の節点値 wc
swが，Ωns側の z方向流速の節点値 wc

nsと一

致する条件 wc
ns = wc

swをディレクレ境界条件として式

(10)に与える．

以上の方法により，2次元浅水長波方程式と 3次元

Navier-Stokes方程式の解析領域を同時に解析が可能と

なる．ただし，それぞれの領域の接合には，2D近似が

成立している領域に設置しなければならない．

4. 数値解析例

数値解析例として，まず潜堤周辺の波動問題を取り

上げ，数値解と実験値を比較することで本手法の精度

を検証する．次に，実問題への適用性に関する予備的

検討として，構造物を有する遡上域について津波遡上

解析を行う．

(1) 潜堤周りの波動解析

本手法の解析精度を検証するため，潜堤周りの波動

解析 22),23)を行う．解析対象は，図-6に示すような長さ

13ｍ，水深 0.5m，幅 0.05ｍの数値水槽に沖から 6ｍ

の位置に長さ 1.0ｍ ×高さ 0.4ｍ ×幅 0.05ｍの潜堤を

設置し，沖側から入射波を与えるものである．潜堤周

辺を 3次元の Navier-Stokes方程式を支配方程式とする
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図–7 潜堤周辺における有限要素分割図 図–8 case4における接合境界における有限要素分割の拡大図

図–9 case1における実験値との比較と各時刻における水面形状図–10 case2における実験値との比較と各時刻における水面形状

領域とし，他の領域は浅水長波方程式で支配される流

れ場として解析を行う．

入射波の条件は，表–1に示す４ケースである．case1

から case3で用いた有限要素分割図を図-7に，case4で

用いた 2D-3D領域の接合部の有限要素分割の拡大図を

図-8に示す．これらの図に示されているように，潜堤

付近と自由表面周辺に対して要素が細かくなるような

非構造格子を用いており，自由表面付近では最小要素

長が 0.005 mになるようにメッシュを生成した．仮に，

潜堤付近の 3次元領域と同様なメッシュ分割方法で全

解析領域の 3次元メッシュを作成した場合，解析自由

度は 5倍以上になる．このことからも本手法は低コス

トで計算が可能であることがわかる．また，水路底面，

側面には slip条件を与え，潜堤壁面には no-slip条件を

与えた．

解析結果として，図-9から図-12に潜堤中央部にお

いて観測された水位変動量の時刻歴と中央断面での各

時刻における水面形状を実験値と比較して示す．これ

らの図より，解析結果は実験値 22),23) とも良い一致を

示していることがわかる．潜堤周辺の水面形状ととも

に，2D-3D領域の接合箇所の波形にも乱れは観察され

ず，安定的に解析が行われていることがわかる．また，
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図–11 case3における実験値との比較と各時刻における水面形状図–12 case4における実験値との比較と各時刻における水面形状

図-12の case4は，2D-3D領域の接合部の節点が一致し

ない（非適合である）が，同じ入力条件で接合部の節

点が連続している case2とよい一致を示している．これ

らの結果から，本手法は 2D-3D領域を含む問題に対し

ても安定かつ高精度に解析が行えることが確認できた．

(2) 構造物を有する津波遡上解析

本手法の実問題への適用性に関する予備的検討とし

て，都市域に構造物おいて津波遡上を模擬した解析を

行う．解析領域は図-13に示す．沖合から 120mの部分

を浅水長波方程式の領域，潜堤と陸上構造物を配置し

た領域は 3次元の Navier-Stokes方程式の領域とした．

解析条件として，沖合境界に幅 50m，水位 5mの水柱

を設定し，自由崩壊により波を発生させた．底面，側

面，防波堤には slip条件を，潜堤，構造物には no-slip

条件を与えた．潜堤から構造物までの遡上域において

最小の要素長が 0.5m程度になるように非構造格子を用

いてメッシュを作成した．構造物付近の有限要素分割

の様子を図-14に示す．また，比較対象として潜堤がな

い場合の解析も行った．

解析結果として，図-15と図-16に，それぞれに潜堤

がある場合とない場合の遡上解析結果を示す．潜堤が

あることで，遡上域への浸水到達時間が遅れることが

再現されている．また，非構造格子を用いて構造物周

りの形状に適合した要素分割を行っているため，構造

物周辺の流れも安定に解析が行われている．以上より，

3次元性を有する津波遡上を模擬した解析においても，

本手法の有効性が確認できた．

5. おわりに

本研究では，高精度かつ低計算コストで津波遡上解

析を行うための 2D-3Dハイブリッド安定化有限要素法

を提案した．沖合での波の伝播には浅水長波方程式を，

遡上領域には 3次元Navier-Stokes方程式を用いた．3D

領域における自由表面の捕捉には VOF法を適用した．

2Dと 3Dの解析領域は非構造メッシュで個別に分割し，

MPC条件を導入することで，節点位置が適合しない場

合であっても界面での流速と圧力の連続条件を満たさ

れるようにした．

数値解析例では，潜堤周りの波動伝播問題と構造物

を有する津波遡上問題を取り上げ，本手法の計算精度

および有効性を確認した．得られた結論を以下に挙げ

ておく．

• 潜堤周りの波動解析において，本手法は実験値と
もよい一致を示したことから，2D-3D領域を含む

問題に対しても安定かつ高精度に解析が可能であ

ることを示した．
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図–13 解析モデル
図–14 構造物付近のメッシュ図

図–15 津波遡上解析結果（潜堤あり） 図–16 津波遡上解析結果（潜堤なし）

• MPC条件を用いることにより，2D-3D領域の接合

境界の節点が不連続であっても安定かつ高精度に

解析が可能であることを示した．

• 津波遡上解析において，非構造格子を用いること
で複雑な形状を有する解析領域に対しても，沖合

から遡上域まで連成した解析が安定に解析が可能

であることを示した．

今後は，実地形を考慮した津波の遡上解析を行い，本

手法の有効性についてさらに検討を重ねる予定である．
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